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 همسایگی:

عضو بازۀ x0اگر  a,b   باشدآن گاه این بازه رایک همسایگی نقطۀx0  می نامیم و اگرx0 از این بازه حذف شود مجموعۀ 

   a,b x یا  0   a,x x ,b0  می نامیم. x0را یک همسایگی محذوف   0

همین طور بازۀ  a,x0   را یک همسایگی چپx0  و بازۀ x ,b0   را همسایگی راستx0 .در نظر می گیریم 

برای نمونه بازۀ  ,1 xهمسایگی  4 0 xاین بازه همسایگی راست  2 1  و همسایگی چپx  و مجموعۀ  4

   , 1 4 xیک همسایگی محذوف  2 0  است.   2

 

کدام باشد تا بازۀ   xحدود  -1 x , x 22  باشد؟ 4یک همسایگی عدد   1

1 ),
 

 
 

5
2  

2 ) ,2 2 

3  ) ,
 
   
 

5
2

2 

4  ) , ,
 
   
 

5
2 2
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xمجموعه جواب های نا معادلۀ  -2  1 2  و یک همسایگی چپ  aاجتماع یک همسایگی راست نقطۀ   2

aاست. حاصل  bنقطۀ  b   (1400کدام است؟) قلم چی 

1 )3 

2 )4  

3  )5  

4  )6 

                               

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

xدامنۀ کدام تابع یک همسایگی محذوف  -3   است؟ 2

1 ) 
x

f x
x






21
2  

2 ) 
 
x

g x
x






2
2 

3  ) h x
x




1

2  

4  ) I x x 2 
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 مفهوم حد:
Aنماد  میل می کند و آن را با Bبه  Aمفهوم شهودی حد، یعنی خیلی نزدیک شدن در واقع وقتی می گوئیم  B  

 زدیک شود.ن Bروی محور طول ها به هر اندازۀ کوچک و دلخواه به  Aنمایش می دهیم به آن معنی است که نقطۀ 

xمی تواند نزدیک شود. برای نمونه وقتی می گوئیم  Bاز هر دو طرف روی محور طول ها به  Aنقطۀ    یعنی  5

 به ان نزدیک شود.  5روی محور طول ها می تواند از مقادیر بزرگ تر یا کوچک تر از  xنقطۀ 

 

 

 

 

xبه آن نزدیک می شود آن را با نماد  5از مقادیر بزرگ تر از  xوقتی     5از مقادیر کوچک تر از  xو زمانی که   5

xبه ان نزدیک می شود آن را با نماد    نمایش می دهیم.  5
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 مقدار تابع و حد از روی شکل:
 ر طول ها عمود می کنیمبرای یافتن مقدار تابع از روی نمودار آن، در طول مورد نظر بر روی محور ایکس ها خطی بر محو

 تا نمودار تابع را درنقطه ای قطع کند. عرض این نقطه ، مقدار تابع است.

xبرای نمونه مقدار تابع در   از روی شکل نمودار 3 f x   است. 2برابر 

  

 

 

 

 

 

 

 

xدر حالیکه اگر ایکس به سه میل کند عرض نقاطی را می یابیم که طول آن ها در همسایگی      باشند. 3

 

 

 

 

 

 

 

xد تابع در حنزدیک می شوند و به اصطلاح می گوئیم  2نزدیک شود مقادیر تابع به  3به قدر کافی به  xوقتی   3  

 است و ان را به زبان نمادین به صورت زیر می نویسیم: 2برابر 

 xlim f x 3 2
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 : نکته           

هم ندارند.یعنی ممکن است تابع در نقطه ای موجود باشد ولی حد  وجود حد تابع و خود تابع در یک نقطه هیچ ارتباطی به

 آن موجود نباشد یا ....

اگر مقدار حد چپ و راست یک تابع در یک نقطه برابر باشند می گوئیم تابع در آن نقطه شرط وجود داشتن حد: 

 حد دارد.

xاز مقدارهای بیش از سه به آن نزدیک شود آن را با نماد  xاگر   نمایش می دهیم و اصطلاحاً به ان حد راست  3

xمی گوئیم و اگر از مقدارهای کمتر از سه به آن نزدیک شود آن را با نماد   نمایش می دهیم و به آن حد چپ    3

 می گوئیم.

xبرای نمونه در تابع رسم شده در  1    است. 1و حد چپ تابع برابر   3حد راست تابع برابر 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

xهمان طور که در شکل بالا می بینید مقدار تابع در  1   وجود ندارد ولی مقادیر حد چپ و حد راست در این نقطه وجود

 دارند.

 
x

lim f x


1
3

 
x

lim f x


1
1
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 حد از روی نمودار:
با توجه به نمودار زیر که مربوط به تابع  y f x .است ، حدهای زیر را بیابید 

  

 

 

 

 

 

 

 

  

  
x

) lim f x


1
1  

x
) lim f x


1

2  
x

) lim f x



1

3

 
 

x
) lim f x

 


1
4

 
 

x
) lim f x

 


1
5

 
 

x
) lim f x

 


1
6

 )f  7 1  )f 8 1

 
 

x
) lim f x

 
 

1
9  

x
) lim f x

 
1
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اگر نمودار  -4 f x  به شکل زیر باشد، کدام یک از توابع زیر در نقاط داده شده حد چپ دارد ولی حد

 (99ندارد؟ ) سنجش 

1 ) y f x     درx  2  

2 ) y f x     درx 0 

3  ) y f x     درx 1   

4  ) y f x     درx  2 

                               

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

به شکل مقابل باشد  fاگرنمودار تابع  -5    
x

lim f x f x
  3   کدام است؟                        

 )برای علاقه مندان((99) سنجش 

1 )2  

2 )3 

3  )4   

4  )5 
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  این تابع ها در نقاط گفته شده، حد دارند. : نکته              

 

      

 

 

 

 

 

 

 محاسبۀ مقدارحد تابع از روی ضابطه:
 ری) با مخرج غیر صفر(های چند جمله ای، قد رمطلقی، رادیکالی ) زیر رادیکال غیرصفر( کسبرای یافتن مقدار حد تابع 

بدهیم و مقدار تابع را  x لگاریتمی )با آرگومان غیر صفر( و مثلثاتی ) با مخرج غیر صفر( کافی است عدد داده شده را به

 حساب کنیم در این موارد مقدار حد همان مقدار تابع است.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

xlim x x  2
1 2

x

x
lim

x
  


1

3
3

2

xlim x  1 3 1 2

x

sin x
lim

cos x





3

3
1 3

 x

xlim log


 
2 4

2 2 3
xlim x  2 5 1 11

حاصل  -6 x

xsin x cos x
lim

x
 






3
 کدام است؟   

1 )2  

2 )
1
2  

3 )
1
4

 

4  )4 
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 به مثال زیر توجه کنید:

در تابع  
x x

f x
x x

 
 

 

0

2 1 0
، حاصل   xlim f x0  کدام است؟ 

 ( وجود ندارد4                       2( 3                      -1( 2( صفر                   1

xحد راست تابع در  0 با:برابر است   

 

باشدو داشته باشیم  L، برابر عدد حقیقی مثبت 5در نقطه ای به طولfاگر حد تابع  -7

   

 
x

f x f x x
lim

f x x


 


 

2

5

2
2

  (1400کدام است؟ ) گزینه دو  Lمقدار  3

1 )8 

2 )5  

3 )3 

4  )7 

                 

               

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 بررسی حد داشتن از روی ضابطه:
 برای این که تابع در نقطه ای حد داشته باشد باید مقدار حد چپ و راست آن در نقطۀ مورد نظر با هم برابر باشند.

 

 
x x
Lim f x Lim x

  
 

0 0
0
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xحد چپ تابع در  0:را نیز می یابیم 

  

xحد چپ و راست تابع در  0تند و تابع در این نقطه حد ندارد.برابر نیس 

 

 

 

تابع -8 
ax b x

f x
x x x

  
 

 
2

1

aدر همۀ نقاط اعداد حقیقی حد دارد. حاصل  1 b2   کدام است؟ 

1 )2 

2 )3 

3 )4 

 (  امکان ندارد4

                               

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 
x x
Limf x Lim x

  
     

0 0
2 1 0 1 1
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  قبل از این که به محاسبۀ نمونه های پیچیده تر بپردازیم بهتر است قواعدمشتق گیری را بلد باشیم-

 قواعد مشتق گیری:
)y k y  1 0   

   

  
n n)y x y nx    12  

 

 )y ku y ku   3  

 

 )y u v y u v      4  

 

  
n n)y u y nu u    15   

 

 
u

)y u y
u


  6

2   

 

u
)y u y

u


  3

3 2
7

3
    

  

 )y u.v y u v v u     8    

 

 
u u v v u

)y y
v v

 
   29    

 

)y sin u y u cosu   10  
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 کنیم: مشتق گرفتن از توابع مثلثاتی توان دار به شیوۀ زیر عمل می برای قاعدۀ  تکتم :

 تکتم 
 

   

 

  

 

 

 

 

)y cosu y u sin u    11  

 

 )y tan u y u tan u     212 1 

 

  )cot u y u cot u     213 1  

 

n n)y sin u y nu sin u cos u    114

n n)y cos u y nu cos u sin u     115

 n n)y tan u y nu tan u tan u    1 216 1

 n n)y cot u y nu cot u cot u     1 217 1
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 ز توابع زیر مشتق بگیرید.ا 

 الف ) 

 

 )ب

 

 )پ

 

 )ت

 

 )ث

 

 )ج

 

 )چ

 

 )ح

 

 )خ

x
y x x x    

4
5 23

2 7 9
5

 y x x  
623 5 1

y x x  23 7 2

y x x  3 23 7 2

 y x x  
223 3 7 2

 y x x x  2 5 3 1

x
y

x




2

2 1

1

x
y

x






3 3 5

3

x
y

x






3 5
3
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 )د

 

 )ذ

 

 )ر

 

 )ز

 

 )س

 

 

 

 

 

 

   

 x x
y

x

 




52 1

2 7

y sin x 2 5

y tan x  1

 y sin x 3 2 1

y cos x 52 3 1
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      بسیار مهم  : نکته             

را به آن می دهیم . اگر مشتق مثبت باشد علامت  xبرای یافتن علامت حدی مقدار یک تابع، از آن مشتق می گیریم و عدد

  است. قرینه  xمشتق منفی باشد علامت حدی مقدار تابع با  یکسان و اگر xحدی مقدار تابع با علامت حدی 

 

 

 

 

 

 

 

  

          

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

حاصل  -9
x

lim
x

 
 
 

 
 
 1

3

1
 کدام است؟  

1 )1-  

2 )2- 

3  )3- 

4  )4- 

                               

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

حاصل  -10 x
lim x x

 
  

3

2
 کدام است؟  3

1 )1- 

2 )2- 

3  )3- 

4  )4- 

                               

 

 

  

 
x a

lim f a
L

 
 0  

x a
lim f a

L
 
 0
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در تابع با ضابطۀ-11 
x x

f x
xx

  
 

 

1 0

01
حاصل    

x
lim f x x

3

 کدام است؟  0

1 )1  

 ( صفر2

3  )1 

 (  موجود نیست4

                               

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

مقدار -12 
x

lim sin x






6

2  (1400کدام است؟) تجربی   1

1 )1  

 ( صفر2

3  )1 

 (  وجود ندارد4
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 به شکل زیر است. حاصل حد های خواسته شده را در صورت نیاز به کمک مشتق بیابید. f x  مثال:نمودار تابع 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 
 

x
) lim f x

 
 2

1
11 2

 
 

x
) lim f x

 
 2

1
12 2

x
) lim f

x


 
 

 
2

2
13

 x
) lim f

x


 

 
  
 2

2
14

 
 

x
) lim fof x

 


1
15  

x
) lim fof x


1

16

 
 

x
) lim f x

 
  1

17   
x

) lim f x


1
18

 x) lim f x   218
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نکته             :  

 تابع در همسایگی آن نقطه تعریف شده باشد.مقدار برای این که تابع درنقطه ای حد داشته باشد باید   

برای نمونه تابع  f x x   در همسایگی چپx 0  تعریف نشده است پس تابع درx 0 .حد ندارد 

یا تابع  f x x  xدر همسایگی راست   21 1   تعریف نشده است پس تابع درx 1 .حد ندارد 

یا تابع  f x log x   در همسایگی چپx 0   تعریف نشده است پس تابع درx 0.حد ندارد 

 

 

 

اگر نمودار تابع -13 y f x   به شکل زیر باشد، حاصل x
lim f x x

 3
4

 کدام است؟  4

1 )1  

2 )2   

3  )1 

 (  وجود ندارد4
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تابع  -14 f x  درx 0  حد داردو f x   تعریف شده است ولی f x.حد چپ و راست ندارد

 f x   با تغییر( 99کدام می تواند باشد؟) سنجش 

1 ) f x x  

2 ) f x x x  2 

3  ) f x x x 2 

4  ) f x x x 4 2
 

                               

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

zتوابع  ,z : 
محاسبه             این توابع در همۀ نقاط اعم از صحیح و غیر صحیح حد دارند و حد آنها در همۀ نقاط از ضابطۀ تابع غیر 

 می شود.

 است. -1 مشهورترین نوع این تابع ها، تابع آبکش است که حد آن در همۀ نقاط

 

     f x x x  

x

x

 
 



1

0
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اگر -15 
x x

f x
x x


 

 

2

آنگاه به ترتیب   1 xlim f x3 و x /lim f x3 کدام   5

 است؟

1 ),7 6  

2 ),7 4 

4/(  حد ندارد و 3 5  

 و حد ندارد. 6(  4
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 : چهارعمل اصلی روی حد
 ه نمائید.برای بررسی وجود یا عدم وجود مقدار حد جمع ، ضرب ، تفریق و تقسیم دو تابع به جدول زیر توج

 

F  درx0 حد دارد وg  درx0 

 حد ندارد.

g, f  درx0  .حد ندارند g, f  درx0  .حد دارند  

  حد دارد نامعلوم حد ندارد

در آن  fحد ندارد مگر حد

 نقطه صفر باشد.

  حد دارد نامعلوم

حد ندارد مگر حد صورت 

 کسر صفر شود

باشرط صفر نبودن  نامعلوم

 مخرج حد دارد

 

,gاگر  f  د یانه!درنقطه ای حد نداشته باشند جمع و تفریق، ضرب یا تقسیم آن ها ممکن است حد داشته باش 

 

برای نمونه تابع های  
x

f x
x


 

 

1 0

1 0
و  

x
g x

x

 
 



1 0

1 0
xدر    0   حد ندارند ولی جمع آن ها یعنی 

 
x

f g x
x


  



0 0

0 یا ضرب و تقسیم آن ها یعنی 0
x

y
x

 
 

 

1 0

1 xدر نقطۀ   0 0  .حد دارند 
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xدر fاگر تابع  -16 a  حد داشته باشد، اما تابعg  در x a  حد نداشته باشد، دربارۀ حدf g  در

x a   (1400کدام گزینه درست است؟ ) گزینه دو 

  ( قطعا حد دارد.1

 ( ممکن است حد داشته باشد.2

  (  قطعاً حد ندارد.3

 قطعا حد دارد.برابر صفر باشد  aدر  f(  اگر حد تابع 4

                               

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 ابهام:

 
 کسرهایی به صورت صفر،صفرم به چهار حالت زیر تقسیم می شود.

 

 

 

 

 

 

در حالت مبهم، معمولاً، برای حل حد از صورت و مخرج جداگانه مشتق می گیریم وبه افتخار مبدع این روش، نام این قاعده 

 هوپیتال می نامیم.را 
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xبرای نمونه برای یافتن 

x x
lim

x x


 

 

2

1 3

3 2
2 3

 پیتال بگیریم.که به صورت صفر، صفرم است می توانیم از آن هو  

        x

x x
lim

x x


 

 

2

1 3

3 2
2 3          

  

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

x
Lim

x



 


1 2

6 1 5
1

3 2 5

xحاصل -17

x
lim

x


 

 
5

3 4

1 2
 کدام است؟ 

1 )
2
3

  

2 )
2
3

 

3  )
3
2

 

4  )
3
2

 

                               

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

xحاصل  -18

x
lim

x






3

8

2

2  کدام است؟ 4

1 )
1
3

  

2 )
1
4

 

3  )
2
3

 

4  )
3
2
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xحاصل  -19

x x
lim

x


 

 

2

4

3 10 8

3 1
 (97کدام است؟ ) تجربی   

1 )112  

2 )96 

3  )84 

4  )72 

                               

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

حد عبارت  -20
x

x x

 

 

3

2

2 3 2
5 18 x، وقتی  16   (98کدام است؟ ) تجربی خارج   2

1 )
1
3  

2 )
1
4 

3  )
1
6 

4  )
1
8 
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xتست   -21

x x
lim

x x


 

 
1

2 7 5

2 3 1
 (99کدام است؟ ) ریاضی   

1 )/1 5  

2 )/1 2 

3  )/0 8 

4  )/0 6 

                               

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

22- 
  

x

x x
lim

x x


 

 

3

1 2

1 1

2  برابر کدام است؟ 1

1 )
1
6  

2 )
1
3 

3  )6 

4  )3 
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 نکته:              

های داده شده صورت یا مخرج را برابر xدر تست هایی که در ابهام صفر،صفرم مجهول هایی موجود باشد باید به ازای 

 صفر قرار دهیم.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

xمقدار حد تابع  -23

x a b
lim

x


 



2

1
2  کدام است؟ abاست.  4

1 )2  

2 )
3
2 

3  )3 

4  )4 

                               

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

حاصل  -24
 

x

x x
lim

x


  

 
0 3

5 5 3

1 1
 (1400ماز  است؟ )  5چند برابر   

1 )
1
15

  

2 )
4
15

 

3  )
2
15

 

4  )
8
15
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 مندان( )مخصوص علاقه.هم ارزی برنولی به صورت های زیر است:نکته              

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
n

n

lim n

lim
n





    

 

  


0

0

1 1

1 1

xحاصل  -25

x
lim

x


  3

0

1 7 2
 کدام است؟  

 

 

 

                               

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

(
1
1

4

(
1
2

6

(
1

3
12

(
1

4
24

نمودار تابع  -26 f x  در همسایگیx 1 شکل زیر است. بهa b c 2  کدام است؟ 

1 )2- 

2 )2 

3 )3- 

4 )3 

 

 

 

                               

 

 
x ax b

f x
x c

 




3
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نمودار تابع های کسری درنقاطی به صورت صفر، صفرم معمولًا به شکل حفره در می آیند و عرض حفره نکته:           

   حاصل ابهام را نشان می دهد.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

. مقدار در شکل زیر داده شده است   gو خط راست  fنمودار تابع سهمی  -27
   

x

f x g x
lim

x




4 4  

 (1400کدام است؟ )تجربی خارج  

1 )
3
2

  

2 )
5
4

 

3 )
5
4

 

4 )
3
2

 

 

 

 

                               

 

 

  

 

 

 

 

فرض کنید  -28 f x x ax b  2
 و 

   
x

f x f x
lim

x


 




2

1 2

2
3

باشد، اگر   1 f  1 2 

آن گاه  f  )برای علاقه مندان(کدام است؟  2

1 )3-  

2 )4 

3 )3 

4 )4- 
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فرض کنید -29 
x x

f x
x x

 
 



3 2
4 باشد در این صورت حاصل   2 xlim f x 3 برابر   5

 کدام است؟

1 )8  

2 )4 

3 )2 

4 )1 

 

 

 

                               

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

حاصل  -30
x

cos x
lim

sin x cos x


 
3
4

2
 کدام است؟  

1 )2  

 ( صفر2

3 ) 2 

4  )
2
2
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حاصل  -31
x

tan x
lim

cos x






4

1
 کدام است؟  2

1 )1  

2 )
1
2

 

3 )
1
2

 

4  )2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                               

 

 

  

 

 

 

xحاصل  -32

cos x
lim

sin x

 3

2

1
 کدام است؟  

1 )
1
6

  

2 )
1
6

 

3 )
2
3

 

4  )
2
3
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xحاصل  -33

tan x
lim

sin x sin x


2

2
 کدام است؟  

1 )2  

2 )2 

3 )1 

4  )1 

 

 

 

 

 

                               

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 قدر مطلق و براکت:

 
برای حل حدهای شامل براکت و قدر مطلق، باید براکت و قدر مطلق را به ترتیب با عدد گذاری و علامت گذاری از بین 

 ببریم.

عبارت های داخل قدر مطلق یا براکت با عدد گذاری ممکن نباشد از مشتق که درگذشته اگر تعیین وضعیت علامت حدی 

 به آن اشاره کردم، کمک می گیریم.
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حاصل  -35 x

x x
lim

x x


 

 

 

2

2

6

2
 کدام است؟  

1 )
20
3

  

2 )
20
3

 

3 )
40
3

 

4  )
40
3

 

 

 

 

 

 

 

حد عبارت  -34
x x

x x

 

 
  

 

4

2

4 8
1

2
2

وقتی     x


 2   (1400چقدر است؟ ) سنجش 

 ( صفر1

2 )7 

3 )9 

 (  وجود ندارد4
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اگر عبارت زیر رادیکال صفر شود برای حل تست از روش های تشریحی مانند گویا کردن یا ضرب در    نکته :         

 مزدوج استفاده می کنیم.

 

 

 

 

 

 

 

 

حاصل  -37 

 
x

x
lim

x


 



2

3

 (99کدام است؟ ) تجربی   2

1 )  

2 )1 

 ( صفر3

4  )1 

 

 

 

 

xحاصل  -36

x
lim

x x


 

 

3

2 2

2 6

4 4
 (93کدام است؟ ) تجربی خارج   

1 )
1
6

  

2 )
1
12

 

3 )
1
12

 

4  )
1
6
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حاصل -38
x

sin x
lim

cos x




 3

2

1
 کدام است؟  

  ( صفر1

2 )
1
9

 

3 )
1
9 

4  )
1
3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                               

 

 

  

حاصل  -39
x

tan x
lim

sin x









2

2
4

1

1 2
 کدام است؟ 

1 )2-  

2 )2 

3 )
1
2

 

4  )
1
2 
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xحاصل  -40

sin x sin x
lim

cos x






3

2 2
 (97کدام است؟ ) ریاضی خارج   

1 )2- 

2 )1- 

3 )1 

4  )2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                               

 

 

  

 

 

 پیوستگی در نقطه:

xدر نقطۀ  fتابع  a  :پیوسته است اگر 

xالف( مقدار تابع در  a .موجود باشد 

xب( حد تابع در  a .موجود باشد 

xپ( مقدار حد و تابع در  a.برابر باشند 

     
x a x a

lim f x f a lim f x  
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 انواع نقاط ناپیوسته: 

 

 

  

   

 

 

 

  

  

 

 

 نکته:            

. برای نمونه تابع رو ته بازه های بسته ناپیوسته اندتابع ها در س f x x   که دامنۀ آن ,0 است در نقطۀx 0  

ناپیوسته است. یا تابع  f x x  که دامنۀ آن بازۀ   21 ,1 xاست در نقاط   1 1و x  1  .ناپیوسته است 
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پیوستگی تابع  -41 
x

f x
 

  
 2

xدر      چگونه است؟  4

 ( فقط از راست پیوسته1

 پیوسته ( فقط از چپ2

 ( پیوسته3

 (  از هیچ طرفی پیوسته نیست4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                               

 

 

  

 

 

اگر  -42 
 

 

x x
x ,

f x x x
x ,

ax

  
  

  
 

2

2 2 0 2
2 0 2
3

xدر      کدام است؟  aپیوسته باشد،   2

1 )
27
16

  

2 )
27
16

 

3 )
3
8

 

4  )
3
8
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تابع  aبه ازاء کدام مقدار  -43 

x x
x

f x x x

xax

     
 
 

2 2

1
1

11
xدر    1  (99پیوسته است؟ ) سنجش  

1 )3- 

2 )2- 

3 )1- 

4  )1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                               

 

 

  

 

، تابع با ضابطۀ aبه ازای کدام مقدار  -44 

x x x

xf x

xax a

    
  
  


1 1 3
3

3 33
8

xدر نقطۀ     پیوسته   3

 (94است؟) ریاضی خارج 

1) 2- 

2 )2 

 a( هیچ مقدار 3

 a(  هر مقدار 4
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، تابع با ضابطۀ  aبه ازای کدام مقدار -45 
xsin x sin x

f x cos x

xa


  


 
 

2

2

2 1
2

2

xدر   



2

پیوسته   

 (99است؟) تجربی خارج 

1 )/1 5  

2 )1 

3 )1- 

4  )/1 5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اگر تابع  -46 
tan x a x

f x cos x

sin x b x


 


 

  

4
2

2
4

xدر  



4

aپیوسته باشد،     b                   کدام است؟

 (1400)قلم چی 

  ( صفر1

2 )1- 

3 )2- 

4  )1 
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 نکته:           

نقاط سر و ته بازۀ بسته، جزء نقاط ناپیوستگی محسوب می شوند. برای نمونه تابع  f x x  روی بازۀ ,0  

xپیوسته است ولی در  0 .به دلیل نداشتن حد چپ ( ناپیوسته است ( 

  

 

 

 

 

 

 

 پیوستگی روی بازه:

 
 پیوسته اند. برای نمونه تابع  توابع چند جمله ای ، گویا، رادیکالی، مثلثاتی، لگاریتمی، نمایی و قدر مطلقی روی دامنۀ شان

 f x
x




1
1

روی    و تابع   1 f x x 1   روی بازۀ ,1   و تابع   f x log x 1  روی

بازۀ  ,1  .پیوسته هستند 

همچنین توابعی مانند   xf x   و  2 f x x 3
و  f x x x  5 27  پیوسته اند.   روی  1
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های مرزی برای پیوسته بودن تابع های چند ضابطه ای روی یک بازه معمولاً پیوستگی تابع را در نقطه  نکته:           

 بررسی می کنیم.یعنی پیوستگی را فقط در نقطه هایی که شرط تغییر می کند محاسبه می کنیم.

 

 

 

 

 

 

 

 

تعداد نقاط ناپیوستگی  -47 
x

f x x
x x

  
 21
2  کدام است؟  8

1 )1   

2 )2 

3 )3 

4 )4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                               

 

 

  

 

تابع با ضابطۀ  mبه ازاء کدام مقدار -48 
x

x
f x x x

mx x

 


  
  

3 8
2

3 2
24 2

بر روی مجموعه اعداد   

 (1400حقیقی پیوسته است؟ ) سنجش 

1 )6   

2 )8 

3 )10 

4 )12 
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فرض کنید  -49 
  x x x

f x
x ax b x

   
 

   
2

1 1 1

1 کدام  aیک تابع همواره پیوسته باشد. مقدار  1

 (99است؟ ) ریاضی 

1)
3
2

    

2 )1- 

3 )1 

4 )
5
4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                               

 

 

 پیوستگی تابع های براکتی:

 
می کنند ناپیوسته است) و در سایر نقاط پیوسته است( برای نمونه  توابع براکتی در نقاطی که عبارت داخل براکت را عضو 

تابع    f x x xدر  4 
1
2

xناپیوسته است. چون   
1
2

 می کند.مگر:   عبارت داخل براکت را عددی عضو 

در تابع براکتی، عامل صفر کننده ضرب شده باشد. مانند تابع الف:    f x x x 2 1 xدر  4 
1
2

که در آن پیوسته   

 است.

کننده( عبارت داخل براکت در آن نقطه مینیم باشد. مانند تابع های عامل رُند کننده) عضو  ب:   f x sin x  

xدر 



3
2

و تابع   g x x   
xدر   2 0 مخصوص علاقه مندان(که پیوسته هستند(.  
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تابع  -51 f x x 
   روی بازۀ ,1  در چند نقطه ناپیوسته است؟  50

1 )4     

2  )8 

3 )6 

4 )7 

 

 

 

 

 

 

 

 

تابع  -50   f x x روی بازۀ   5 ,2  (99در چند نقطه ناپیوسته است؟ ) سنجش  2

1 )18     

2  )19  

3 )20 

4 )21 
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تابع با ضابطۀ  -52 f x x   
2 روی بازۀ   3 , k2 کدام  kپیوسته است. بیش ترین مقدار   2

 است؟

1 )2 1     

2  )5 2 

3 )3 1 

4 )2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                               

yتابع -53
x

 
  
 

3
,در بازۀ   1

 
 
 

1
2

 چند نقطۀ ناپیوستگی دارد؟  3

1 )4     

2  )5 

3 )6 

4 )7 
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اگر  -54 f x x x    1 :باشد آنگاه 

1) f x  درx 1   پیوسته، اما درx 0.ناپیوسته است 

2  ) f x  درx 0   پیوسته، اما درx 1.ناپیوسته است 

3 ) f x  در x ,  پیوسته است.  01

4 ) f x  در x ,  ناپیوسته است.  01
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) نه مطلق( میل کند به شرطی که صورت کسر نیز به صفر میل نکند  حدیهر گاه مخرج کسر به صفر  :1نکته           

 حاصل کسر به بی نهایت  میل می کند.

    

برای نمونه 
x

lim
x 5

  میل می کند به بی نهایت میل خواهد کرد.   5به  xوقتی   

 حد نامتناهی:

 

تعریف شده باشد رابطۀ  aدر یک همسایگی محذوف  fفرض کنیم تابع  x alim f x    به این معنی است ،

که می توان مقدارهای  f x   را از هر عدد مثبت دلخواه بزرگ تر کرد، مشروط بر آنکهx به قدر کافی به a  نزدیک اختیار

  شود.

 

 

 

 

  برخی از نمودارهای توابع در نقاط دارای حد نامتناهی :

 f x
x


1



0
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  نسبت یک عدد به صفر مطلق تعریف نشده است و بی نهایت نیست.:2نکته         

    

 

ان است. برای تشخیص این علائم به لامت حدی آن با علامت جبری اش یکسصفر تنها عددی است که ع:3نکته         

 7 مثال زیر توجه کنید:                                                                                              

    

     

 

 .استعلامت حدی صفر  بهعلامت بی نهایت حاصل حد، از تقسیم علامت جبری صورت :4نکته           

 

  

   

  حاصل حد های زیر را بیابید.

  

 

 

 

 

  

 x

x
lim

x



 

0

2 2









 




5

5





 




0

0

0
 

0
 

0
 

0
 

x

x
) lim

x





3

1
1

3 x

x
) lim

x





3

1
2

3

 x

x
)lim

x





3

1
3

3  x

x
) lim

x





3

1
4

3



   
   

www.mathtest.ir 

  
 

وپیوستگی حد  

49 

 

 

  

 

 

 

 

  

 

 )مانند دو حد بالا(، تغییر علامت نمی دهد.بی نهایت  به ریشۀ مضاعف مخرج میل می کند xوقتی  :نکته               

 

 

  

 

برای یافتن علامت حدی صفر مخرج کافی است در نقطۀ داده شده از مخرج مشتق بگیریم ) مانند   آنچه در   :نکته        

و اگر مشتق منفی شد علامت حدی  xمشتق مثبت شد علامت حدی مخرج همان علامت حدی حد یازدهم گفتم( اگر 

 است. xمخرج قرینه علامت حدی 

 

 

 

x

x
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قدر مطلقی باشد ممکن است حد یک طرف  xآزاد و  xدر مخرج کسرهایی که به صورت مجموع  : نکته

 تعریف نشده شود. گاهی ممکن است این اتفاق برای مجموع یا تفاضل دو قدر مطلق نیز رخ دهد.
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 )برای علاقه مندان(.میل می کند به سمت ریشۀ آرگومان آن ها برود به  xحد توابع لگاریتمی وقتی  : نکته         
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 حد نامتناهی و مثلثات:
ره از جهت مثبت مثلثاتی به برای یافتن نقطۀ حدی روی دایرۀ مثلثاتی، پس از تعیین نقطۀ مطلق بر روی دایرۀ مثلثاتی هموا

 ت است. آن نقطه نزدیک می شویم قبل از رسیدن به آن نقطه علامت حدی منفی و بعد از آن علامت حدی مثب
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 همواره نامنفی هستند. cos1و sin1عبارت های  نکته:         
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. اگر علامت کردعلامت حدی صفر را تعیین  ،در توابع مثلثاتی نیز می توان با استفاده از مشتق  مخرج :نکته         

 علامت ایکس است. درغیر این صورت علامت صفر قرینه و xهمان علامت حدی  ،مشتق مثبت باشد علامت صفر
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حاصل  -55
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اگر  -56 
x

f x
x

 
21
1

باشد، حاصل   
x

lim f x0  کدام است؟ 

1 )  

2  ) 

3 )1- 

4 )1 

 

 

 

 

 

 



   
   

www.mathtest.ir 

  
 

وپیوستگی حد  

56 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

پیوسته و اکیداً نزولی بوده و  fتابع -57 f 3 است. حاصل  2 x
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f x
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xحاصل  -58
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حاصل حد راست و چپ تابع  -59 
 

x
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x x
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xدر   0   به ترتیب از راست به چپ کدام است؟ 
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xحد عبارت  -61
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قسمتی از نمودار -62
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xدر همسایگی  fاگر نمودار -63 0   به صورت زیر باشد آن گاه نمودارy
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نمودار تابع  -64 
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به صورت رو به رو است. نمودار تابع  fنمودار تابع -65   
y

x f x
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xدر مجاورت    0   چگونه

 (1400است؟ ) گزینه دو 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

نمودار تابع  -66 y f x به شکل زیر است. نمودار تابع
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 :1نکته              

 نسبت عدد به بی نهایت برابر صفر است و نسبت      

 بی نهایت به عدد، بی نهایت است.      

 :2نکته 

هر گاه حد تابع در بی نهایت را ازما بخواهند کافی است به کمک هم ارزی حذف آشغال ها، فقط جمله های دارای     

 برزگ ترین توان را نگه داریم و بقیه را حذف کنیم.

    

 قانون حذف آشغال ها : 

 حد در بی نهایت :

اگر تابع در بازه ای مثل  a,  تعریف شده باشد، رابطۀ xlim f x L     به معنی این است که f x  را به 

 به قدر کافی بزرگ اختیار شود. xنزدیک کرد، مشروط بر آن که Lمقدار دلخواه می توان به 

 f x
x
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 :3نکته           

در ابهام      


 جبری حالت های زیر رخ می دهد:  

 الف( اگر درجۀ صورت بزرگ تر از مخرج باشد، جواب حد بی نهایت است. 

 صورت و مخرج برابر باشند، جواب حد عددی غیر صفر است.ب( اگر درجۀ 

 ج( اگر درجۀ صورت کوچک تر از مخرج باشد، جواب حد صفر است.
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 :4نکته           

 در این ابهام اگر عبارت داخل براکت بی نهایت شود، می توانیم از نماد براکت صرف نظر کنیم.  

 

 

 

 

 

 یا  در این گونه تست ها برای تعیین علامت حدی نسبت داخل براکت عددی به نمایندگی از :5نکته           

شد به آن علامت حدی مثبت و اگر کمتر شد     به عبارت داخل براکت می دهیم اگر حاصل بزرگ تر از نسبت پرتوان 

 علامت حدی منفی می دهیم.
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در ابهام های  نکته:        


پرتوانهای صورت و   کوچک تر را به عنوان  پایۀ پایۀ بزرگ تر و در    نمایی در   

 مخرج انتخاب می کنیم.
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عدد طبیعی باشد حاصل  nاگر  -68
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تابع با ضابطۀ  -70  n
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xمقدار  -72
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حاصل   nفرض کنید  -74
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صورت جمع یا تفریق حذف شوند ممکن است آن اگر عبارت های پر توان در صورت یا مخرج به نکته:              

 جمله ها پر توان واقعی کسر نباشند. باید به کمک اتحاد ها عبارت را ساده نمود و پر توان واقعی را یافت.
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 (99به شکل زیر است. چند تا از حدهای زیر درست محاسبه شده است؟) علوی  f نمودار تابع -83

الف(   xlim f f x    0  

ب(    xlim f f x  2 

پ(    
  

x
lim f f x

 


1
2 

 

 ( صفر1

2 )1 

3 )2 

4 )3  

 

 

2

2

1

1



   
   

www.mathtest.ir 

  
 

وپیوستگی حد  

74 

 

 اگر حد تابع در بی نهایت به یک عدد میل کرده باشد نمودار آن به یکی از شکل های زیر است.نکته:              

 

   

  

 و از برای فهمیدن این که نمودار بالاتر یا پایین تر از حاصل حد)پر توان به پرتوان( است. عددی به نمایندگی 

     شد نمودار بالای خط و اگر کمتر شد نمودار زیر خط قرار به یه توان اگر حاصل بیش از پرتوان  می گذاریم xبه جای 

 می گیرد.
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 (نامخصوص علاقه مند:) نکته               

 توابع متناوب در بی نهایت حد ندارند. برای نمونه: 

  

 

 

 

 

 

   

 .نیستند هیچ کدام دارای حد

 نسبت اعداد نامعلوم ولی محدود ) کران دار( به روی بی نهایت صفر است. نکته:          

 

 

 توابع بالا ممکن است موجود باشد یا موجود نباشد. حد براکت   نکته:         
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 :هم ارزی های مثلثاتی برای کمان های صفر
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2  

2 )
1
4 

3 )1 

4) 
1
8 
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xحاصل  -86

cos x cos x
lim

x


2

0  (93کدام است؟ ) ریاضی   2

1 )
3
2  

2 )
3
4 

3 )
1
4 

4) 
3
2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

حد عبارت  -87
sin x x

x sin x

   
   

   
xوقتی   2 0   کدام است؟ 

1 )1 

2 )2 

3 )3 

 حد ندارد  (4
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حاصل  -88
 

x

sin cos x
lim

cos x






1

1  (92کدام است؟ ) ریاضی   2

1 )
1
4  

2 )
1
2

  

3 )1 

4)  2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

xحاصل  -89

x x
lim

cos x


  


0

2 3 2

1
 کدام است؟  

1 )2- 

2 ) 2  

3 )2 

4)  2 
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حاصل  -90    x

cos x
lim x x

x



 

 

3

0 2

1
2 2

1 1
 (94کدام است؟ ) ریاضی   

1 )3- 

2 )3 

 ( صفر3

 حد ندارد  (4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

حاصل -91
 x

cos x
lim

sin x sin x





4

2
32

 )برای علاقه مندان(کدام است؟  

1 )12 

2 )12 2  

3 )144 

4)  144 2 
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xحاصل  -92

sin a cos x cosa sin x sin a
lim

x


 
 (98کدام است؟ ) ریاضی داخل   0

1 )sina 

2 )cosa  

3 )cosa 

4)  sina 
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 نکته:        

xمجانب قائم هستند. برای نمونه  ها لگاریتممعمولاً ریشه های مخرج و آرگومان    0وx 1  مجانب قائم

 f x
x x


2

1
xو   مجانب قائم  2   g x log x 2  است.چون در این نقاط حد تابع دست کم از یک

 میل می کند.  طرف به 

 

 

 

 

 مجانب قائم:

xط خ a  آن نقطه  مجانب قائم تابع است. هر گاه حد تابع در آن نقطه یا یکی از حدود یک طرفه تابع در .شود 

 نمودار تابع در همسایگی مجانب قائم به شکل های زیر است.
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 نکته:        

 اگر تابع در همسایگی یک نقطه تعریف نشده باشد در آن نقطه نمی تواند مجانب قائم داشته باشد.

 

 

 

 

 

 

 

کدام باشد که تابع  aحدود  -93 
x

f x
x ax




 

2

2

1
 دو مجانب قائم داشته باشد؟  2

1 )a  2 2  

2 )a  2 2 2 2 

3 )a2 a2یا  2 2 

4) a2  یاa2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تابع  -94 
x

f x
x x


 

 

3 1
2 1

 چند مجانب قائم دارد؟  

  ( صفر1

2 )1 

3 )2 

4) 3 
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تابع های -95 
x

f x
x






1
4

  و  
x

g x
x






1

4
 به ترتیب از راست به چپ چند مجانب قائم دارد؟ 

 ( یک ، صفر1

 ( صفر ، یک2

 ( یک ، یک3

 صفر، صفر (4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تابع  -96 
x

f x
sin x






1
2 3 1

در بازۀ    , 0  چند مجانب قائم دارد؟  2

1 )4 

2 )5  

3 )6 

4) 7 
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تابع  -97 f x
x x




1
 چند مجانب قائم دارد؟  

 ( صفر1

2 )1 

3 )2 

4) 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تابع -98 
 

f x
x


1

 چند مجانب قائم دارد؟  

 ( صفر1

2 )1 

3 )2 

 بی شمار (4
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 نکته:              

اگر ریشۀ مخرج، صورت کسر را نیز صفر کند. آن را رفع ابهام می کنیم اگر بعد از رفع ابهام حاصل بی نهایت شود آن 

 نقطه مجانب قائم است در غیر این صورت آن نقطه مجانب قائم نیست.

 

 

 

 

 

 

تابع -99 

x

f x
x x

 
 
 
3

4
 چند مجانب قائم دارد؟  4

 ( صفر1

2 )1 

3 )2 

4) 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تابع  -100 
 

sin x
f x

x

 



2

1

2 1
 چند مجانب قائم دارد؟  

 ( صفر1

2 )1 

3 )2 

4) 3 

 

 

 

 



   
   

www.mathtest.ir 

  
 

وپیوستگی حد  

86 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تابع -101 
 

x
f x

x x



در بازۀ    و 2  چند مجانب قائم دارد؟   2

1 )1 

2 )2 

3 )3 

4) 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تابع  -102 
tan x

f x
x


 24

 چند مجانب قائم دارد؟  

1 )2 

2 )3 

3 )4 

 بی شمار (4
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نمودار تابع  -103 
 

f x
x x


1

 در اطراف مجانب قائم آن کدام است؟  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

نمودار تابع  -104 f x
x ax b


 2

1
2

xدر     aبه شکل زیر است.  3 b  کدام است؟ 

1 )6 

2 )6 - 

3 )12 

4 )12- 

 

 

 

 

 

 

 

 

 1 2

 3( )4
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 مجانب افقی: 

yط خ L   را مجانب افقی y f x .می نامیم هر گاه حداقل یکی از شرایط زیر برقرار باشد 

 

 لفا                                                                                                                                          

 

 ب                                                                                                                                           

 

 یعنی هر گاه بخواهیم مجانب افقی تابع را بیابیم باید از آن در بی نهایت حد بگیریم.

برای نمونه مجانب افقی تابع  
x x

f x
x x

 


 

2

2

2 3 1
5 3

yخط    2   است و مجانب های افقی تابع 
x x x

g x
x




2 3  

yخط های  1وy 1  .هستند 

x x x

x x x x x x
y Lim Lim Lim

x x x  


   



2

2 2 2 1
3 

 

x x x

x x x x x x
y Lim Lim Lim

x x x  

 
   



2

2 2 2 1
3  

 x) lim f x L 

 x) lim f x L 
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نمودار تابع -106 
ax x

f x
x bx c




 

2

2

7
xفقط یک مجانب قائم  2  دارد. اگر  2 f 3 باشد،  6

 (99معادلۀ مجانب افقی آن کدام است؟ )ریاضی خارج 

1 )y 1  

2 )y  
1
2

 

3 )y 
1
2

 

4 )y 
3
2

 

 

 

 

 

 

نمودار تابع  -105 
x x

f x
ax bx c

 


 

2

2

2 3
yدارای خط های مجانب    1 ،x  2 و x 1 .است 

 f 1   (99کدام است؟ ) ریاضی 

1 )/1 25  

2 )/1 5 

3 )/1 75 

4 )/1 5 
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نمودار تابع -107 
x

f x
x




 2

3 1

4
 چند مجانب افقی دارد؟  

 ( صفر1

2 )1 

3 )2 

4 )3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تابع های -108 f x sin
x


1

و  g x x sin
x


1

 به ترتیب از راست به چپ چند مجانب افقی دارند؟

 1( صفر، 1

2  )1 ،1 

 ، صفر1( 3

 ( صفر ، صفر4
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تابع  -109 f x sin
x

 
  
 

1
و  g x cos

x

 
  
 

1
 چند مجانب افقی به ترتیب از راست به چپ دارند؟  

 1( صفر، 1

2  )2 , 1 

 ، صفر1( 3

 ( صفر ، صفر4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تابع  -110 f x
x x


 

1
 چند مجانب قائم و افقی دارد؟  3

1 )1 

2  )2 

3 )3 

4 )4 
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 نکته:              

 برای تعیین وضعیت منحنی و مجانب افقی آن کافی است مانند آنچه در حد در بی نهایت گفتیم، عددهایی به نمایندگی  

 از بی نهایت به تابع بدهیم اگر حاصل بیش از مجانب افقی شد، منحنی روی آن و اگر کمتر شد زیر آن است. 

 نمودار تابع در اطراف مجانب افقی اش به شکل های زیر می تواند باشد.

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

نمودار تابع  -111
x x

y
x x

 




2

2

2 2
 نسبت به مجانب افقی خود، در بی نهایت کدام وضع را دارد؟  2

 (98) ریاضی خارج 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(1

(2

(3

(4
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اگر نمودار  -112 
ax bx

f x
x






2

2 1
xبرای    0   به شکل زیر باشدa b  کدام است؟ 

1 )1 

2)1- 

3 )2 

4 )2- 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تابع  -113 
ax bx

f x
ax bx

 


 

3 2

3

2
در دو نقطه ناپیوسته و فقط دو مجانب موازی با محورهای   2

 (1400کدام اند؟ ) ریاضی   b,aمختصات دارد. مقدار 

1 )b ,a 2 0  

2) b ,a 10 8 

3 )b ,a  0 2 

4 )b ,a   6 8 

 

 

 

 

 

 


