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 آزمون یکنوایی تابع  :  

fاگر مقدار   fدر یک بازه از دامنۀ     موجود و مثبت باشد، آن گاهf .در ان بازه اکیداً صعودی است 

fاگر مقدار  fدر یک بازه از دامنۀ    موجود و منفی باشد، آن گاهf آن بازه اکیداً نزولی است. در 

)برای نمونه تابع پیوسته و چند جمله ای   )f x x x= − +3 23 )را در نظر بگیرید: مشتق تابع    1 )f x x x = −23 است.   6

)با تعیین علامت مشتق این تابع، متوجه می شویم تابع   )f x     ًدر چه مجموعه ای اکیداً صعودی و در چه مجموعه ای اکیدا

 نزولی است. 

 

 

 جدول تعیین علامت مشتق را رسم می کنیم. 

 

 

 

 

 

 

)تابع   )f x  روی ,0 )اکیداً نزولی است و روی مجموعۀ   2   ), , ,− +0  صعودی اکید است.   2

( ) ( ) ( )f x f x x x x x = → = − = → − = →20 3 6 0 3 2 0 x , x= =0 2
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تست         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)بزرگ ترین بازه ای که تابع   -1 )
x

f x
x

=
+2 1

در ان صعودی اکید است را بازۀ      a,b    . می نامیم 

b a−  کدام است؟ 

1 )1 

2 )2 

3 )3 

4 )4   

   

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)نمودار تابع   -2 )f x x x= − +3 22  (1400روی کدام بازه اکیداً نزولی است؟ ) قلم چی   1

1  ),
 
− 
 

3
1

4
  

2  ),
 

+ 
 

1
4

 

3  ),
 
 
 

1 1
3 2

 

4  ),
 
 
 

5
1
3
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)تابع  -3 )f x x x ax= + + −3 23  کدام است؟ aهمواره اکیداً صعودی است. بزرگ ترین مجموعۀ    1

1)a  4   

2)a  3  

3  )a  2 

4  )a  5 

   

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)با ضابطۀ   fتابع   -4 )
x x

f x
x x

−
=

+ +

2

2

2 3
)در بازۀ     3 )a,+  صعودی اکیداست.حداقل مقدارa   کدام

 است؟ 

1  )
3
5

  

2  )−3 

3  )−
3
5

 

4 )3 
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برای بررسی یکنوایی تابع های ناپیوسته و مشتق ناپذیر بهتر است آن ها را رسم کنیم. این  :نکته        

 موضوع بیش تر در تابع های چند ضابطه ای، قدر مطلقی و براکتی استفاده می شود. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)تابع   -5 ) ( )f x x x=  در کدام بازه نزولی است؟    1−

1  ),
 
 
 

1
0
2  

2  )( ),0 1 

3  )( ),− 0 

4  )( ),+0 

   

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)در کدام بازه تابع   -6 )f x x x= −3  (1400اکیداً صعودی است ؟ ) ماز  3

1  )( ),− −1  

2  )( ),− 1 

3  )( ),+0 

4  )( ),− +1 
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)مجموعه مقادیری از اعداد حقیقی که در آن تابع  -7 )f x x x=  صعودی باشند، کدام است؟   33+

 ( 1400) ریاضی خارج 

1) ),− +1   

2)( ),− +  

3  ) ) ( ), ,− +1 0 0  

4  ), −
 
3 3 0  

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)تابع   -8 )
x

f x
x

=
− 24

 (1400روی کدام بازه اکیداً صعودی است؟ )ماز  

1)   

2) ,− −2 2  

3  )( ),+2  

4  )( ),− 2  
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 همسایگی محذوف مجانب قائم شان موجود باشند لزوماً غیر یکنوا هستند. اگر توابع در : نکته            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)دربارۀ تابع   -9 )
x

f x
x x

−
=

−

2

3

1
 (1400کدام مورد درست نیست؟ ) قلم چی   3

   (روی دامنه اش اکیداً صعودی است.1

 نمی توان بازه ای یافت که تابع روی آن نزولی باشد.  (2

   ( غیر یکنواست3

   توان بازه ای یافت که تابع روی آن اکیداً صعودی است. ( می 4

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)بازه هایی که تابع   -10 )
x

f x
x

=
−

4

3 8
در آن ها اکیداً نزولی است را در نظر بگیرید. مینیمم طول این بازه     

 (1400ها کدام است؟ ) ریاضی 

1 )2 

2  )−3 4 1  

3  )32 4  

4  )( )−32 4 1  
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)تابع   -11 )
x

f x
ax

+
=

−

1
4

)روی بازۀ   aبه ازاء کدام مجموعه ازمقادیر    ),+2    اکیداً نزولی است؟ 

1  )a−4  

2  )a−  4 0 

3  )a  2  

4  )a −4  
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 نقاط ابتدا و انتهای بازۀ بسته بحرانی محسوب می شوند.   نکته:            

 

 

 

 

 

 

 

 

 نقطۀ بحرانی: 

fCفرض کنید   D نقطۀ به طول ،C را یک نقطۀ بحرانی برای تابع f    می نامیم. هر گاه( )f C  برابر صفر باشد 

  یا موجود نباشد.
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)تابع   -12 )f x  بحرانی دارد؟ ، نموداری به شکل زیر دارد. این تابع چند نقطۀ 

1 )6   

2 )7 

3 )8   

4 )9   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)تابع   -13 )
x x

f x
x

−
=

+

2

   چند نقطۀ بحرانی دارد؟ 1

1 )1 

2 )2 

3 )3   

4 )4   
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 (1400کدام تابع نقطۀ بحرانی دارد؟ ) ماز -14

1  )xy −= 3  

2  )y log x= 

3  )
x

y
x

=
+

2

5 

4  )
x

y
x

−
=

−

2 4
1 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)تابع   -15 )  f x x=   روی بازۀ ,1  چند نقطۀ بحرانی دارد؟    3

   ( صفر1

2 )2 

3 )3 

 ( بی شمار 4
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)تابع   -16 )
xx x

f x
xx

 −
= 



2 1
 چند نقطۀ بحرانی دارد؟  12

   ( صفر1

2 )1 

3 )2 

4 )3 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)تابع   -17 )f x x x= −3  چند نقطۀ بحرانی دارد؟    1

1 )2   

2 )3 

3 )4 

4 )5 
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)تعداد نقاط بحرانی تابع   -18 )f x x x x= −2
 کدام است؟   

1 )2   

2 )3 

3 )4 

4 )5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)تعداد نقاط بحرانی تابع   -19 )f x x x= + −2  کدام است؟  1

1 )1   

2 )2 

3 )3 

4 )4 
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)طول یکی از نقاط بحرانی تابع   -20 )f x x x= − +
7 2
6 37

4
 کدام است؟   2

1  )2  

2 )2 

3 )4 

4  )2 2  

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)مجموعه طول های نقاط بحرانی تابع   -21 )f x x x= − −3 21  ( 1400کدام است؟) قلم چی   1

1  ), ,
 

− 
 

3
1 1

5  

2  ),
 

− 
 

3
1

5 

3  ),
 
− 
 

3
1
5 

4  ), ,
 

− − 
 

3
1 1

5  
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)تابع  aبه ازاء چند مقدار صحیح   -22 )f x ax ax= + +2  فقط یک نقطۀ بحرانی دارد؟    1

 ( 1400) سنجش 

1  )6  

2  )5 

3  )4 

4  )3  
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 ابتداو انتهای بازۀ بسته، می توانند ماکزیمم یا مینیمم مطلق باشند.:  نکته

 

 :  توجه کنیدمثال زیر  به          

)برای نمونه اگر نمودار تابع   )f x   به شکل زیر باشد مینیمم و ماکزیمم مطلق تابع( )f x   به ترتیب

 هست.  -3و 5

 

 

 

 

 

 

 

 

 ماکزیمم مطلق  :  

 fاز دامنۀ تابع   x،یک نقطۀ ماکزیمم مطلق برای تابع نامیده می شود. هر گاه به ازای هرfاز دامنۀ تابع   Cنقطه ای به طول 

)داشته باشیم ) ( )f c f x  

 

 مینیمم مطلق: 
  fاز دامنۀ تابع    x، یک نقطۀ مینیمم مطلق برای تابع نامیده می شود. هرگاه به ازای هر   fاز دامنۀ تابع  Cنقطه ای به طول  

)داشته باشیم  ) ( )f c f x  
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 است.   -1تابعی به نمودار زیر دارای ماکزیممی مطلق برابر صفر و مینیممی مطلق برابر 

 

 

 

 

 

 

 

 تابعی به نمودار زیر مینیمم مطلقی برابر صفر دارد و ماکزیمم مطلق ندارد. 

 

 

 

 

 

 

 

 تابعی به نمودار زیر ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق ندارد.
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 هم ماکزیمم مطلق و هم مینیمم مطلق تابع است.  عرض تابع ثابت، نکته:           

 

 نحوۀ یافتن اکسترمم های مطلق تابع: 

برای یافتن اکسترمم های مطلق تابع روی بازۀ  a,b  :به ترتیب 

نقاط ابتدایی و انتهایی بازه نیز  الف( طول نقاط بحرانی تابع رابه کمک مشتق می یابیم.توجه نمائید که 

 محسوب می شوند.   جزو نقاط بحرانی

 تابعی به نمودار زیر ماکزیمم مطلق ومینیمم مطلق ندارد. 

 

 

 

 

 

 

 

 اکسترمم مطلق  :  

 منظور از اکسترمم مطلق ماکزیمم یا مینیمم مطلق است.  

yبرای نمونه اگر می گوئیم اکسترمم مطلق تابع      3است یا مینیمم مطلق آن  3است یعنی یا ماکزیمم مطلق آن  3=

   است.
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 ب( عرض نقاط به دست آمده در قسمت بالا را می یابیم. 

 پ( بزرگ ترین عرض حاصل را ماکزیمم مطلق و کوچکترین آن ها را مینیمم مطلق در نظر می گیریم. 

 

 :  مثال زیر توجه کنید به          

)اکسترمم های مطلق تابع  )f x x x= − +3 23 را در بازۀ  1 ,−1   بیابید. 2

 از تابع مشتق می گیریم:

( ) ( )f x x x x x x ,x = − = → − = → = =23 6 0 3 2 0 0 2    

طول نقاط بحرانی تابع مجموعۀ   , ,−1 0  است. عرض این نقاط را می یابیم  2

  

 

 

 

yکم ترین عرض تابع   = yو بیش ترین عرض نقاط موجود    3−  است. 1=

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

f

f

f

− = − − − + = −

= − + =

= − + = −

3 2

23

23

1 1 3 1 1 3

0 0 3 0 1 1

2 2 3 2 1 3
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)مقدار ماکزیمم مطلق تابع   -32 )f x x x= − − +1  کدام است؟  1

1  )2  

2  )1 

3  )− 2 

4  )0  

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)در تابع   -24 )f x x x= + + −3  نسبت ماکزیمم مطلق به مینیمم مطلق کدام است؟    9

 ( 1400) قلم چی 

1  )2 2  

2  )2 

3  )2 3 

4  )− 2  
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yمینیمم مطلق تابع   -25 x x= −
3 4 در بازۀ     332 ,0    (1400کدام است؟ ) گزینۀ دو  32

1  )−31  

2  )−48 

3  )−56 

   ( صفر4

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

yقدر مطلق تفاضل مقدارهای اکسترمم های مطلق تابع   -26 x x= − −  کدام است؟   21

1  )−2 1  

2  )+2 1 

3  )2 2 

4 )2   
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)ماکزیمم مطلق تابع  -27 )f x x= −2 در بازۀ     1 ,0  کدام است؟   2

1  )2  

2  )3 

3  )5 

4  )6  

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)مینیمم مطلق تابع   -28 )f x x x= − /دربازۀ     23 , −
 
1 5  ( 1400کدام است؟ ) تجربی خارج   3

1  )−
9
4  

2  )−2 

3  )− 3 

4  )−
9
8  
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 ماکزیمم نسبی:    

 باشد که برای هر  Iماکزیمم نسبی دارد، هرگاه  یک همسایگی از آن مانند  Cدر نقطه ای به طول  fمی گوئیم تابع 

x I   :داشته باشیم( ) ( )f c f x  

 مینیمم نسبی: 

 باشد که برای هر  Iمینیمم نسبی دارد، هرگاه یک همسایگی از آن مانند  Cدر نقطه ای به طول  fمی گوئیم تابع 

x I   :داشته باشیم( ) ( )f c f x  

  در شکل های زیر اکسترمم های نسبی و نوع آن ها را ببینید:

نسبی  Max   
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 بازۀ بسته را اکسترمم نسبی در نظر نمی گیریم. نقاط ابتدا و انتهای  :1نکته           

  هر نقطه روی خط افقی هم ماکزیمم و هم مینییم نسبی است.: 2نکته           

 نمودار ارتباط بین مجموعه نقاط بحرانی، اکسترمم های نسبی و مطلق: :3نکته           

 

 

 

 

 

 

 برای بررسی اکسترمم های مطلق و نسبی در توابع ناپیوسته و گاهی توابع قدر مطلقی  :4نکته

 رسم کنیم.  بهتر است آن ها را        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)در مورد تابع   -29 )
x x

f x
x x

 − 
= 

− + 

2 1 1

2 1 1
 (1400کدام گزینه صحیح است؟ ) گاج    

 ( اکسترمم مطلق دارد. 1

 ( بیش ترین مقدار تابع یک است 2

 ماکزیمم نسبی و یک مینیمم نسبی دارد. ( یک 3

   ( فاقد نقطۀ بحرانی است4
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)در مورد تابع   -30 )

x x

f x x x

x

+ −   −


= − −  
 


4 4 2

2 2 2
1 2

 چند تا از جملات زیر درست است؟   

 الف( تابع بی شمار نقطۀ بحرانی دارد 

)ب( تابع در   ),2 )مینیمم نسبی و در   0 ),−2  ماکزیمم نسبی دارد.   2

 است. 2پ( کم ترین مقدار تابع صفر و بیش ترین آن 

ت( تابع در فاصلۀ   ,−2  صعودی اکید است.  2

1)2 

2 )3 

3)4 

4)1 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)تابع   -31 )
x x x

f x
k x

 − 
= 

=

2 2 0
0

xدر نقطۀ    مینیمم نسبی دارد ولی مینیمم مطلق ندارد .      0=

 ( 1400کدام است ؟ )قلم چی  Kحدود 

1  )( ),−1 0  

2  ) ,−1 0 

3  )( ),− 0 

4  )( ,− −1 
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)تابع   aبه ازاء چند مقدار صحیح   -32 )

( )

x x

f x a x

xx

 − 


= =
 − −

3

1 0
0
01 2

 فقط یک اکسترمم نسبی دارد؟   

 ( 1400) قلم چی 

1  )5  

2  )4 

3  )3 

 ( بی شمار 4

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

yتابع با ضابطۀ   -33 x x= + −2  (1400چند نقطۀ بحرانی و چند نقطۀ اکسترمم نسبی دارد؟ ) گاج   2

   دو اکسترمم نسبی – ( دو بحرانی 1

 بی شمار اکسترمم نسبی  - ( بی شمار بحرانی2

 یک اکسترمم نسبی  – ( دو بحرانی 3

 اکسترمم نسبی ندارد. – ( دو بحرانی 4
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 قضیۀ فرما  :  

)مم نسبی داشته باشد و  ماکزیمم یا مینی  cدر نقطه ای به طول  fاگر تابع   )f c    موجود باشد آن گاه( )f c است. عکس  0=

)قضیۀ فرما درست نیست یعنی اگر در نقطه ای   )f c  نسبی نیست.   ترممسصفر باشد لزوماً آن نقطه اک 

 یافتن اکسترمم های نسبی از روی ضابطه: 

از آن نقطه تغییر علامت دهد، آن نقطه اکسترمم  اگر تابع در نقطه ای پیوسته باشد) نه لزوماً مشتق پذیر( و مشتق قبل و بعد  

 نسبی است. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )f x ( )f x

( )f x ( )f x
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xاگر مشتق تابع قبل از نقطۀ  نکته:            a=   منفی و بعد آن مثبت باشد، آن نقطهmin   نسبی و اگر 

xاز  نقطۀ   مشتق تابع قبل         a= مثبت و بعد از ان منفی باشد،آن نقطهMax .نسبی است 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)حاصل ضرب اکسترمم های نسبی   -34 )
x

f x
x

=
+2

3
1

 کدام است؟  

1 )1-   

2  )−
9
4

  

3 )4 - 

4  )−
1
4

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)مقدار مینیمم نسبی تابع با ضابطۀ   -35 )
x

f x
x

−
=

+2

2
 ( 1400کدام است؟) گزینۀ دو   1

1  )− +
5

1
2 

2  )− −
5

1
2  

3  )− +1 5 

4  )− −1 5 
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  در توابع کسری، نقطۀ اکسترمم تابع روی هوپیتال آن نیز صادق است یعنی اگر طول نقطۀ نکته:

 اکسترمم را به هوپیتال تابع بدهیم، عرض اکسترمم را به می دهد.       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)مقدار ماکزیمم نسبی تابع با ضابطۀ  -36 )
x x

f x
x

+ −
=

+

2

2

2 3
 ( 99کدام است؟) تجربی خارج   1

1  )− +1 5 

2  )+1 5  

3  )− +1 3 

4  )+1 3 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)تابع  -37 )
x x m

f x
x

+ +
=

+

2 3
2  ( 1400کدام است؟ ) سنجش   mاکسترمم نسبی ندارد. حدود 5

1  )m
5
4

 

2  )m
4
3

  

3  )m 
5
4

 

4  )m 
4
3
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 نداریم.ترمم نسبی  سدر ریشه های مضاعف مشتق به دلیل عدم تغییرعلامت آن، اک نکته:        

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)نقطۀ   -38 )A ,−3 )اکسترمم نسبی تابع   2 )y f x=   است. اگر( )f  )موجود و   3 )
( )f x

h x
x

=
+

2

2 3 

)باشد.مقدار   )h  (1400کدام است؟ ) سنجش   3

1  )−
1
6

 

2  )−
1
5

  

3  )
2
7

 

4  )−
3
7

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)اگر نقطۀ   -39 ),1 مینیمم نسبی تابع   4
ax b

y
x

+
=

2

ماکزیمم نسبی آن کدام باشد، مختصات نقطۀ  

 است؟ 

1  )( ),− −1 2 

2  )( ),− −1 4  

3  )( ),−1 4 

4  )( ),− −2 1 
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)طول اکسترمم نسبی تابع  -40 )f x x x=  است؟ و نوع آن در کدام گزینه آمده  −

1  )Max , x =1 

2  )min , x = 1  

3  )Max x =
1
4

 

4  )min , x =
1
4

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)فاصلۀ نقطۀ ماکسیمم نسبی تابع با ضابطۀ   -41 )f x x x x= + −  از نیمساز ناحیۀ اول کدام است؟  24

 ( 99)تجربی 

1  )1 

2  )2  

3  )2 

4  )2 2 
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 رسم توابع به روش اشرفی:

 برخی از توابع را می توان به کمک قواعد زیر رسم نمود. 

 ( ریشه های مکرر مرتبۀ زوج ) مضاعف( اکسترمم های تابع بر روی محور طول ها هستند. برای نمونه به موارد زیر 1

 توجه کنید:  

 

 

 

 

 

 

 مکرر مرتبۀ فرد)ساده به جز توان یک( لرهای نشسته بر روی محور طول ها هستند. برای نمونه به موارد( ریشه های 2

 زیر توجه کنید.  

 

 

 

 

 

 ( ریشه های مرتبۀ یک عبارت های داخل قدر مطلق، نقطه های گوشه از نوع اکسترمم برروی محور طول ها هستند.3

 برای نمونه به موارد زیر توجه کنید. 

( ) ( )

( )

y x g x

g

= −



21

1 0

( ) ( )

( )

y x g x

g

= −



31

1 0

( )

( )

y x g x

g

= −



1

1 0
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 ( ریشه های مکرر مرتبۀ فرد داخل قدر مطلق، اکسترمم نشسته بر روی محور طول ها هستند. برای نمونه به موارد 4

 زیر توجه کنید. 

 

 

 

 

 

 هستند.برای نمونه به موارد زیر ( ریشه های درجۀ فرد زیر رادیکال فرجۀ فرد، لرهای خوابیده برروی محور طول ها 5

 توجه کنید:  

 

 

 

 

 

 ( ریشه های مرتبۀ زوج زیر رادیکال فرجۀ فرد،نقاط بازگشت تابع بر روی محورطول ها هستند، برای نمونه به موارد زیر  6

 توجه کنید. 

 

( ) ( )

( )

y x g x

g

= −



31

1 0

( )

( )

ny x . g x

g

+= −



2 1 1

1 0

( ) ( )

( )

ny x . g x

g

+= −



22 1 1

1 0
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 مختصات تعیینها می یابیم و جایگاه آن ها را با نقطه یا نقاطی بر روی محور ابتدا حد تابع را در  ،برای رسم 

   می کنیم. 

 سپس ریشه های تابع را با توجه به نوع ان ها بر روی محور تعیین و همۀ نقاط را به هم وصل می کنیم. 

 

 نمودار تابع های زیر را رسم کنید.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( ) ( )f x x x= −
21 ( ) ( )f x x x= −

31

( ) ( )f x x x= + −1 2 ( ) ( ) ( )f x x x= + −
31 2

( ) ( )f x x x= + 31 ( ) ( )f x x x= +
3 21
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)در توابعی به فرم  نکته:            ) ( )
n

f x x x= − −    یا    ( ) ( ) ( )
n m

kf x x x= − − 

)یا ) ( )
m

nf x x x= − −  .می توان نقطۀ بحرانی آخر را به کمک میانگین وزنی معکوس یافت 

   

 

 :  مثال زیر توجه کنید به          

)ماکزیمم نسبی تابع با ضابطۀ   طول نقطه ) ( )f x x x= −
2 3  کدام است؟ 21

1  )
1
4

  

2)  
1
3

 

3  )
1
2

                      

4  )
2
3

 

)برای یافتن نقطۀ اکسترمم نمودار تابع   ) ( )f x x x= −
22  از روش بالا داریم:   31

  

 

 

 

 

 

 

 

 +

x

 + 

= = =

+

2 21 2 0
3 3 1

42 8
2 33
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)فاصلۀ نقطۀ اکسترمم نسبی تابع   -24 )y x x= −  ( 1400از مماس قائم آن چقدر است؟)گزینۀ دو   32

1  )1 

2  )
3
2

  

3  )
1
2

 

4  )2 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

شکل مقابل نمودار تابع  -34
x ax

y
x bx c

+
=

+ +

2

aرا نشان می دهد. حاصل   2 b c+  کدام است؟  +

 ( 1400)قلم چی 

1  )1 

2  )
3
2

  

3  )−1 

4  )−2 

 

 

 

 

 

x = 1
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)مجموعه طول ماکزیمم های نسبی تابع   -44 )f x x x= −2  کدام است؟  3

1  ) ,− −3 1 

2  ) ,3 1  

3  ) ,− 3 1 

4  ) ,−3 1 
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 :  مثال زیر توجه کنید  به                 

 است. حداکثر حجم استوانه کدام است؟ 10مجموع شعاع و ارتفاع استوانه ای برابر مقدار ثابت 

 )الف                                                                                     

 )ب                                                                                       

                                                        

 )پ                                                                                        

 )ت                                                                                        

 

 

 

برابر   hبدیهی است مقدار 
1 0
3

   است و حداکثر حجم برابر است با :  

 

 

 بهینه سازی: 

 مراحل حل تست های بهینه سازی به دو فاز اصلی تقسیم می شوند.

 الف( ساختن رابطه ای ثابت بین دو متغیر               

 ب( پیدا کردن یک متغیر بر حسب دیگری            

        

 پ(جای گذاری متغیر به دست آمده در تابع بهینه شونده و تبدیل آن به تابعی تک متغیره            

 ت( مشتق گیری از تابع نهایی و برابر صفر گذاشتن آن           

 

r h+ =1 0

r h= −1 0

( )V r h h h=  =  −
22 1 0

( ) ( )( )V h h h =  − − + − = →
22 1 0 1 0 0

( )( ) ( )( )h h h h h− − + − = − − =1 0 2 1 0 1 0 1 0 3 0

h =1 0 h =
1 0
3

( )V h h
 

=  − =  −  = 
 

2
2 1 0 1 0 40 0 0

1 0 1 0
3 3 27

h

r



   
   

   
   

www.mathtest.ir 
 

 
 

38  
 مشتق کاربرد 

38 

aاگرنکته:             b k+ )یعنی مجموع دو عدد مقدار ثابتی باشد( حاصل ضرب آن دو عدد، زمانی   =

 آن دو عدد برابر باشند. ماکزیمم است که 

 

aاگر نکته:           b k+ ، حاصل ضرب  =
m na b   زمانی ماکزیمم است که

a b

m n
 باشد.  =

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

hبه ترتیب ارتفاع و قاعدۀ مثلث هایی باشندو   Lوhاگر  -54 L+ =2 3 آن گاه بیش ترین مساحت   12

 مثلث ها کدام است ؟ 

1 )3 

2 )6   

3 )12 

4 )24 
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)کوتاه ترین فاصلۀ نقطۀ   -46 )A ,5 yاز نقاط منحنی به معادلۀ   0 x= +2               کدام است؟          7

 ( 99) تجربی خارج 

1 )4 

2 )5/4   

3  )5 

4  )3 2  

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

به طوری که رآس مخروط بر   5بیش ترین حجم مخروط قائم محاط درون نیم کره ای به شعاع  -47

 مرکز نیم کره باشد، کدام است؟ 

1  )
1 0 5
3 3 

2  )
1 0 3
3 5 

3  )
1 0 3
9 5 

4  )
1 0 5
9 3  
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4حداکثر مساحت جانبی استوانه ای که درون یک کره به شعاع  -48  محاط می شود کدام است؟  2

 ( 1400) تجربی

1  )32 

2  )64 

3  )
256

3 

4  )
512

3  

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

هاو دو رآس   xمساحت مستطیلی با بیش ترین مساحت کدام است که دو رآس آن روی محور  -49

yها و روی سهمی   xدیگرش بالای محور   x= − 21  باشند؟    2

1 )8 

2 )16 

3 )32 

4 )64   
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ها دوران می دهیم. بیش ترین مقدار برای حجم جسم  yدر شکل مقابل، مستطیل رنگی را حول محور   -50

  (1400حاصل کدام است؟ ) سنجش 

1  )
512

27
  

2  )
64
5

 

3  )
72
5

 

4  )
64
3

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

واحد، دو ضلع قائم با کدام نسبت انتخاب شود تا حجم   10از بین مثلث های قائم الزاویه با اندازۀ وتر  -51

 ( 99دوران این مثلث حول ضلع قائم، بیش ترین باشد؟) تجربی حاصل از 

1  )
2
1

  

2  )
3
1 

3  )
3
2

 

4  )
2
1 

 

 

 

 



   
   

   
   

www.mathtest.ir 
 

 
 

42  
 مشتق کاربرد 

42 

قرار دارد که فاصلۀ آن از نزدیک ترین نقطۀ ساحل   Pفردی درون قایقی در نقطۀ تمرین کتاب درسی:

  A کیلومتری   8در ساحل برسد که در  Bکیلومتر است. او می خواهد به نقطۀ   3،معادل  Aیعنی نقطۀ  

/kmقرار دارد. فرض کنید سرعت حرکت قایق   h2  و سرعت پیاده روی در ساحلkm/ h4 باشد. اگر

  Bبرسد.در چه نقطه ای از ساحل باید پیاده شده و به سوی  Bاو بخواهد در کوتاه ترین زمان ممکن به 

 پیاده روی کند؟ 
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 تقعر: 

آن باشد، تقعر منحنی را رو به بالا اگر دهانه منحنی رو به بالا باشد یا به اصطلاح علمی منحنی بالای هر خط مماس بر  

 می گوئیم. 

 

 

 

 

اگر دهانه منحنی رو به پایین باشد یا به اصطلاح علمی منحنی زیر هر خط مماس بر آن باشد، تقعر منحنی را رو به پائین  

 می گوئیم. 

 

 

 

 

 

 اگر مشتق دوم مثبت باشد تقعر رو به بالا و اگر مشتق دوم منفی باشد تقعر رو به پایین است. برای نمونه    fدر تابع پیوستۀ  

)تابع   )f x x x= − +3 26  را در نظر بگیرید.   1

 مشتق دوم آن را محاسبه و تعیین علامت می کنیم.

 

 

 

 

 

 

 به شکل زیر می شود.اگر نمودار کلی این تابع را رسم کنیم 

( ) ( )f x x x f x x x = − → = − = → =23 12 6 12 0 2
f 
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yمنحنی نمایش تابع   -25 x x x= − −3 21
3

 در کدام بازه نزولی و تقعر آن رو به بالاست؟   3

1  )( ),−1 1  

2  )( ),−1 2 

3  )( ),1 3 

4  )( ),+1 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)تقعر منحنی  -53 )y x x= )در بازۀ   3+ )a,b    رو به پایین است. بیش ترین مقدارb a− کدام

  است؟

1 )1   

2 )2 

3 )3 

4 )4 
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)در کدام بازۀ تقعر منحنی تابع با ضابطۀ   -54 ) ( )f x x x= −3  (1400رو به بالاست؟) سنجش   8

1  )( ),− −2 1  

2  )( ),−2 2 

3  )( ),− −5 2 

4  )( ),− −6 5 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)نمودار تابع   -55 )f x x x= −
1 4
3  در کدام بازه اکید صعودی و تقعر آن رو به بالاست؟    34

1  )( ),− 1  

2  )( ),−2 1 

3  )( ),0 1 

4  )( ),−2 0 
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)اگر تقعر تابع   -65 )f x ax cos x= +2 2 کدام است؟                         aهمواره رو به بالا باشد، حدود   2

 ( 1400) گزینۀ دو 

1  )a  2  

2  )a  2 

3  )a4 

4  )a4 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)نمودار تابع با ضابطۀ   -57 )  f x cos x cos x ,x ,= −  2 2 0 در کدام بازه نزولی و تقعر آن    2

 ( 96رو به پایین است؟ ) ریاضی 

1  ),
  

 
 

2
2 3  

2  ),
 

 
 

4
3 

3  ),
 

 
 

2
3 

4  ),
  

 
 

4 3
3 2 
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 تذکر:           

صفر شدن مشتق دوم برای عطف بودن کافی نیست و باید مشتق دوم در آن نقطه تغییر علامت دهد. به  

طور کلی بعد از پیوسته بودن و مماس واحد داشتن کافی است مشتق دوم در نقطه ای تغییرعلامت دهد تا  

 نقطۀ عطف داشته باشد. درآن نقطه تابع 

)برای نمونه نقطه های عطف تابع  )f x x x= −4  را به روش زیر می یابیم.  24

  

 

 

  

 

 

 

xتابع دارای دو نقطۀ عطف به طول های  = 
2
  دارد. 3

 

 

 نقطۀ عطف: 

xدر نقطۀ   fفرض کنید تابع  c=   پیوسته باشد، دراین صورت نقطۀ( )( )c,f c   نقطۀ عطف تابع است اگر نمودار 

F .در این نقطه مماس واحد داشته باشد و جهت تقعر منحنی در این نقطه تغییر کند 

دو بار مشتق بگیریم و آن را برابر صفر قرار دهیم و با رسم    fبرای یافتن طول نقطۀ عطف، باید از ضابطۀ تابع پیوستۀ  

 جدول تعیین علامت، ریشه هایی که تغییر علامت می دهند را بیابیم. 

 

( ) ( )f x x x f x x x x = − → = − = → = → = 3 2 2 2 2
4 8 12 8 0

3 3

−
2
3

+
2
3
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 انواع نقطۀ عطف:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

f

f

 =

 =

0
0

f

f

 =

 =

0
0

f

f



 =

0
0

f

f



 =

0
0

f

f

 = +

 =

f

f

 = −

 =
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 است که مماس بر منحنی از درون آن عبور می کند. نقطه عطف تنها نقطه ای از تابع :1نکته   

طول نقطۀ عطف می تواند نقطۀ اکسترمم تابع مشتق باشد.بنابراین اگر در تست ها ماکزیمم یا مینیمم مشتق   :2نکته   

 را بخواهند باید طول نقطۀ عطف را بیابیم. 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)،نقطۀ عطف نمودار تابع با ضابطۀ  aبه ازای کدام مقدار   -58 )f x x x ax= − +3 22
3

3
روی نیمساز   

  ناحیۀ چهارم قرار دارد؟

1  )−2  

2  )−1 

3  )1 

4  )2 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)نقاط عطف تابع   D,Cنقاط مینیمم  B,Aفرض کنید   -59 )f x x x= − +4 26 باشند.زاویۀ بین پاره   5

 ( 1400کدام است؟ ) ریاضی خارج  CD,ABخط های  

   ( صفر1

2  )30 

3  )45 

4  )60 
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yجهت تقعر نمودار تابع  -60 x x x= −23  در چند نقطه عوض می شود؟  8

1 )1   

2  )2 

3  )3 

4  )4 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)مجموعه نقاط عطف تابع  -61 ) ( )f x x x x= − + −24 4  (1400کدام است؟ ) گاج  2

1  ) ,1 2  

2  ) ,0 1 

3  ) , ,−0 1 2 

4  ) ,−2 0 
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)طول نقطۀ عطف تابع  -62 ) ( )f x x x= −3  کدام است؟  4

1 )1   

2 )1 - 

3 )2 

4 )2 - 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)طول نقطۀ عطف نمودار تابع با ضابطۀ  -63 )f x x x= −
5 2
3 31  کدام است؟   0

1 )2 - 

 و صفر-2( 2

3 )2 

 و صفر   2( 4
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)اگر   -64 )a ,3 نقطۀ عطف تابع   2
b

y
x

=
−3  ( 1400کدام می تواند باشد؟ ) قلم چی  bباشد، مقدار  1

1  )
1
2

  

2  )−
1
4

 

3 )3 - 

4  )−
3
2

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)مجموعه طول نقاط عطف نمودار تابع با ضابطۀ  -65 )
x x x

f x
x

x

 −  −


= 
− − −



3 23 1
9

13  کدام است؟   1

1  ) −1  

2  ) 1 

3  ) ,−1 1 

4  ) 
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fارتباط بین نمودارهای :نکته          , f .در نقاط عطف به شکل های زیر است 

              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

f  f 

f  f 

f 
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به شکل زیر است در این تابع مجموع تعداد نقاط اکسترمم نسبی و   fنمودار تابع مشتق، تابع پیوستۀ  -66

 عطف کدام است؟ 

1 )2   

2 )3 

3 )4 

4 )5 
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تابع مشتق آن ارتباط دارد.این تابع در همۀ شکل ها یک  ( تعداد اکسترمم های این تابع به علامت  1

 نقطۀ عطف به  

طول  
b

x
a

= −
 دلیل داریم: دارد.این نقطۀ عطف، مرکز تقارن تابع است و به همین  3

 تابع درجۀ سوم: 

)تابع   )f x ax bx cx d= + + +3 2
 به یکی از شش شکل زیر است.  

 

y 0 y 0

y =0 y =0

y 0 y 0

Max Min

Max Min

x x
x

y y
y

+
=


+ =



2

2
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 ریشۀ تابع،طول نقطۀ عطف تابع است.  3( میانگین 2  

  

   

 

y( هر خط افقی  3 k=   می تواند منحنی نمودار تابع( )f x ax bx cx d= + + +3 2
را در سه نقطه قطع   

minکند به شرطی که   maxy k y    و اگر نمودار روی این خط پاره خط های مساوی ایجاد کند باید                  

 باشد.

 

 

 

  

 

 

axمعادلۀ  (4 bx cx d+ + + =3 2 yدر حالتی که  0 0    باشد فقط یک ریشه ) متمایز( و در صورتی

yکه   0  باشد اگرmax miny .y 0   باشد هم چنان یک ریشه و اگرmax miny .y 0   ریشه دارد.  3باشد 

 

 

 

 

 

 

 

x1 x 2 x 3

x x x
x

+ +
= 1 2 3

3

k y=

min maxy k y 

max miny .y 0
max miny .y 0
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yشکل مقابل نمودار تابع  -67 x ax bx= + +3 22
3

)است. زوج مرتب    )a,b     به کدام صورت می تواند

 باشد؟ 

1  )( ),1 4  

2  )( ),−1 4 

3  )( ),− −1 4 

4  )( ),−1 4 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

yشکل زیر نمودار تابع  -68 x ax bx= − + + +3 2 )است. زوج مرتب   2 )a,b  کدام است؟ 

1  )( ),−0 3  

2  )( ),−1 2 

3  )( ),0 3 

4  )( ),0 6 

 

 

 

 



   
   

   
   

www.mathtest.ir 
 

 
 

58  
 مشتق کاربرد 

58 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

yشکل زیر نمودار تابع   -69 x ax bx= + +3 2
)است. دو تایی    )a,b  به کدام صورت می تواند باشد؟ 

1  )( ),−3 4  

2  )( ),6 12 

3  )( ),−6 12 

4  )( ),3 2 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

yدر تابع  -70 x x x a= + − +3 23               36مجموع عرض نقاط ماکزیمم، مینیمم و عطف برابر   9

 ( 1400کدام است؟ ) سنجش   aباشد.مقدار می 

1 )0   

2 )1 

3 )2 

4 )3 
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)شکل زیر نمودار تابع  -71 )f x x ax bx cx= + + +4 3  ( 98کدام است؟ ) ریاضی aاست. 23

1 )8 - 

2 )7 - 

3 )5 - 

4 )4 - 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)شکل زیر نمودار تابع   -72 )f x x ax bx= + +4 3 2
)است.   )f  ( 98کدام است؟ ) ریاضی خارج  2−

1 )32 

2 )36 

3 )40 

4 )48 
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 تابع هموگرافیک: 

)تابع با ضابطۀ   )
ax b

f x
cx d

+
=

+
cرا تابع هموگرافیک می نامیم به شرط آنکه     0 و 

a b

c d
  .باشند 

cاگر   شود تابع تبدیل به تابع خطی با شیب غیر صفر و اگر   0=
a b

c d
 آنگاه تابع تبدیل به دو نیم خط افقی    =

 می شود برای نمونه: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)تابع هموگرافیک   )
ax b

f x
cx d

+
=

+
دارای یک مجانب قائم    

d
x

c
= و یک مجانب افقی    −

a
y

c
است. محل برخورد  =

دو مجانب  
d a

w ,
c c

 
− 
 

 مرکز تقارن تابع هموگرافیک است.  

که از مرکز تقارن تابع   1این تابع دارای دو محورتقارن با شیب های  
d a

w ,
c c

 
− 
 

 می گذرد است.  

( )
( )
x

f x x
x

−
= = −

+

2 1
2 1

0 1
( ) ( )

( )

x
f x f x

x

x

=+
= ⎯⎯⎯→ =

+

 −

2 6
1 32 6

2
3

3

a d
y x

c c

  
− =  − −  

  
1
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 نکته:             

)تابع وارون   )
ax b

f x
cx d

+
=

+
)برابر    )

dx b
f x

cx a

−
 =

− +
aاست و در صورتی که   d+ شود تابع   0=

)وارون این تابع با خودش مساوی است.همچنین در سایر حالت ها  )a d+ 0  محل برخورد تابع

     هموگرافیک و وارون آن بر روی نیمساز ربع اول و سوم قرار دارد.

 

 

 

)مشتق تابع   )
( )

a b

c d
f x

cx d
 =

+
است. اگر   2

a b

c d
0   باشد تابع در هر زیر مجموعه ای از بازۀ باز مجانب قائم تا 

+   یا از− صعودی اکید است. تا مجانب قائم 

 تابع هموگرافیک در هر همسایگی محذوف مجانب قائم خود غیر یکنواست. 

 

 

d
x

c
= −

a
y

c
=

a
y

c
=

d
x

c
= −



   
   

   
   

www.mathtest.ir 
 

 
 

62  
 مشتق کاربرد 

62 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

معادلۀ محور تقارن قاطع منحنی   -73
x

y
x

+
=

−

2 2
2  کدام است؟   4

1)y x= +1   

2  )y x= −1 

3  )y x= − +3 

4  )y x=− −1 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

)تابع با ضابطۀ   -74 )
x

f x ax b
x

= + +
−

2

2 ها را در نقطه ای به  yتابع هموگرافیکی است که محور   1

aقطع می کند.   1عرض  b+  کدام است؟   

1)2      

2 )2 - 

3  )
1
2 

4  )−
1
2 

 

 

 

 

 


