
1

2

به نام خدا 
(اولفصلدوم از درس )1حسابان
(اولدوم از فصل درس )2رياضي

2وتابع درجه2معادله درجه



1

معادلة درجة دوم: 2درس
𝑎𝑥2معادله به فرم کلی هر :یاد آوری حل معادله درجه دوم + 𝑏𝑥 + 𝑐 = در آنرا که 0

𝑎 ≠ .گویيماست، یک معادلة درجه دوم 0

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0
𝑎+𝑏+𝑐=0

𝑥′ = 1 و 𝑥′′ =
𝑐

𝑎

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0
𝑏=𝑎+𝑐

𝑥′ = −1 و 𝑥′′ = −
𝑐

𝑎

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 → 𝑥 =
−𝑏 ± 𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎

2𝑥2 + 2 + 3 𝑥 + 3 = 0
𝑏=𝑎+𝑐

𝑥′ = و1− 𝑥′′ = − 3

2



:  یاد آوری حل نامعادله درجه دو
−𝑥2 + 5𝑥 > 0

3𝑥2 − 2𝑥 − 1 ≥ 0

𝑥2(𝑥2 − 9)(4𝑥2 + 3𝑥 − 1) ≤ 0

𝑥

𝑥 + 3
> 2 →



𝑥اگر ( مثال = 4𝑥2یک ریشة معادلة 1− −𝑚𝑥 − 7 = .ریشةدیگررابيابيدباشد، 0

𝑥اگر عدد ( تست = −𝑚ریشه مضاعف معادله 1 3 𝑥2 + 𝑛𝑥 + 4 −𝑚 = ، باشد0
+𝑚مقدار  𝑛 ؟استکدام

1 )5

2
2 )−5

2
3 )9

2
4 )−9

2



که یک آبراه متر داریم 3عرض و 10شکل به ابعاد طول مستطيلیک استخر ( مثال
متر مربعباشد، 14اگر این آبراه دارای پهنای یکسان و مساحت .بتونی در اطرافش است

.پهنای آن را محاسبه کنيد



:روابط بين ضرایب و ریشه های معادلة درجه دوم
𝑎𝑥2می دانيم معادلة درجه دوم  + 𝑏𝑥 + 𝑐 = =∆با شرط 0 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ≥ دارای دو ریشة  0

𝛼,𝛽 =
−𝑏± ∆

2𝑎
:اگر این ریشه ها را جمع، ضرب و تفریق کنيم، خواهيم داشتحال . است

𝑆 = 𝛼 + 𝛽 =
−𝑏 + ∆

2𝑎
+
−𝑏 − ∆

2𝑎
=
−2𝑏

2𝑎
=
−𝑏

𝑎
→ 𝑆 = 𝛼 + 𝛽 =

−𝑏

𝑎

𝑃 = 𝛼𝛽 =
−𝑏 + ∆

2𝑎
×
−𝑏 − ∆

2𝑎
=
𝑏2 − ∆

4𝑎2
=
𝑏2 − 𝑏2 − 4𝑎𝑐

4𝑎2
=
𝑐

𝑎
𝑃 = 𝛼𝛽 =

𝑐

𝑎

𝛼2+𝛽2 = 𝛼 + 𝛽 2 − 2𝛼𝛽 = 𝑆2 − 2𝑃 → 𝛼2+𝛽2 = 𝑆2 − 2𝑃

𝛼3 + 𝛽3 = 𝛼 + 𝛽 3 − 3𝛼𝛽 𝛼 + 𝛽 = 𝑆3 − 3𝑃 → 𝛼3 + 𝛽3 = 𝑆3 − 3𝑆𝑃



𝐷 = 𝛼 − 𝛽 =
−𝑏 + ∆

2𝑎
−
−𝑏 − ∆

2𝑎
=

2 ∆

2𝑎
=

∆

𝑎
→ 𝐷 = 𝛼 − 𝛽 =

∆

𝑎

𝐷 = 𝛼 − 𝛽 = 𝛼 − 𝛽 2 = 𝛼2+𝛽2 − 2𝛼𝛽 = 𝑆2 − 2𝑃 − 2𝑃 = 𝑆2 − 4𝑃

→ 𝛼 − 𝛽 = 𝑆2 − 4𝑃 → ቐ
𝛼 − 𝛽 = 𝑆2 − 4𝑃 𝛼 > 𝛽

𝛼 − 𝛽 = − 𝑆2 − 4𝑃 𝛼 < 𝛽



𝛽اگر (مثال و 𝛼 2ریشه های معادلة𝑥2 − 8𝑥 + 5 = ریشه هاحاصل  بدون محاسبة . باشند0

𝛼). زیر را بيابيدعبارات  > 𝛽)𝑃 = 𝛼𝛽 =
𝑐

𝑎
=

5

2
و 𝑆 = 𝛼 + 𝛽 =

−𝑏

𝑎
=

− −8

2
= 4

(الف 1

𝛽2
+

1

𝛼2
=

(ب 𝛼
2

𝛽
+
𝛽2

𝛼
=

(پ 𝛼

𝛽 + 1
+

𝛽

𝛼 + 1
=



(ت 𝛼 𝛽 + 𝛽 𝛼 − 2 =

𝛼2(ث − 𝛽2 =



𝑥2اگرمجموع و حاصلضرب ریشه های معادلة درجه دوم( تست − 𝑎2 + 𝑏2 + 1 𝑥 + 2𝑎𝑏 − 1 = 0

𝑎باشند، حاصل 11و 14ترتيب برابر به  − 𝑏کدام است؟
5( 24( 13( 2صفر1)

𝑥2ریشه های معادله 𝛽و 𝛼اگر (  تست − 4𝑥 + 1 = 3𝛼2+5𝛼𝛽+3𝛽2باشند، حاصل عبارت 0

4𝛼𝛽2+4𝛼2𝛽
کدام است؟

1 )32 )−33 )47

16
4 )−47

16



𝑥2اگر ( تست > 𝑥1 باشد، در معادله𝑥2 + 2𝑥 − 1 = 2𝑥1حاصل عبارت 0
2 + 3𝑥2

کدام  2
است؟

1 )15 − 2 22 )15 + 2 23 )17 − 2 24 )17 + 2 2

𝑥2اگر در معادلة ( تست − 5𝑚𝑥 + 16 = 𝑥1رابطة 0
3 = 𝑥2 < 𝑚برقرار باشد، مقدار 0

کدام است؟
1 )22 )−23 )1

2
4 )−1

2
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𝛽اگر (مثال و 𝛼 2ریشه های معادلة𝑥2 − 9𝑥 + 2 = ریشه ها  بدون محاسبة.باشند0
𝛽). زیر را بيابيدحاصل عبارات  > 𝛼)

لفا )2𝛼2 + 9𝛼𝛽2 + 7 =

(ب 2𝛼2+2

𝛽
+

9𝛽

𝛼
=
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2𝛼3(پ + 9𝛽2 + 2𝛽

(ت 5𝛼2 + 3𝛽2

(ث 2𝛽2 + 2 + 3 𝛼
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𝑥2معادلةاگر بين ریشه های ( مثال − 𝑛 + 2 𝑥 + 3 = 2𝛼رابطة0 + 𝛽 = 7

.و ریشه های معادله را بيابيد𝑛برقرار باشد، مقدار 

.
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𝑥2ازریشه های معادلةرا چنان بيابيد که یکی 𝑚مقدار ( مثال − 2𝑚2𝑥 − 8 = مربع 0
دیگری باشد

𝑥2اگردرمعادلة (مثال − 5𝑚𝑥 +𝑚 + 1 = واحدبيشترازریشه ها،پنجیکی چهاربرابر 0
ازدیگری باشد، ریشه ها کدامند؟
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𝑥2، در معادلة درجه دوم 𝑚به ازای کدام مقدار (مثال +𝑚𝑥 +𝑚 + 7 = 0،
.می باشد10حقيقی برابر ها ی ریشه مربعات مجموع 
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:  تشکيل معادله درجه دوم
ریشه های یک معادلة درجه دوم باشند، بدیهی است که این معادله به 𝛽و αاگر 

𝑥صورت  − 𝛼 𝑥 − 𝛽 = :می باشد که پس از ساده کردن داریم0
𝑥2 − 𝛼 + 𝛽 𝑥 + 𝛼𝛽 = 𝑆با فرض و 0 = 𝛼 + 𝛽 و𝑃 = 𝛼𝛽  معادلة مطلوب

𝑥2فرم به  − 𝑆𝑥 + 𝑃 = پس برای تشکيل یک معادلة درجه دوم  . در می آید0
اخير  معادلة داشتن ریشه های آن، کافی است مجموع و حاصلضرب ریشه ها را یافته و در با 

.کنيمجایگزین 
3برابر  آن معادلة درجه دومی تشکيل دهيد که ریشه های ( 10مثال − 3و 2 + 2

.باشند



ته 
شــ

ر
ریا

ی  
جرب

وت
ی 

ض


م 
هــ

زد
 یا

یه
پا

اندبیرســـت

مـاندگـار 

البرز

پويش 
جهادي

1حسابان
2رياضي

س
ح

د 
تا

س
ك ا

 ي
ل

ص
ف

ي
ن

3𝑥2اگر ریشه های معادلة درجة دوم ( مثال − 5𝑥 + 1 = 𝛽برابر 0 و 𝛼 باشند، معادلة
𝛽آن برابر  ریشه های کهتشکيل دهيد درجة دومی 

𝛼
و 𝛼

𝛽
.باشند
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4𝑥2ریشه های معادلة درجه دوم 𝛽و 𝛼اگر ( مثال − 5𝑥 − 5 = باشند،ریشه های0
1کدام معادله 

𝛼
1و 

𝛽
است؟

2𝑥2معادلةدرجه دومی که ریشه هایش مربع ریشه های معادلة (مثال + 𝑥 − 3 = 0

.رابيابيد، باشند
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3𝑥2ریشه های معادلة درجه دوم 𝛽و 𝛼اگر ( مثال + 5𝑥 − 1 = باشند، ریشه های0
1کدام معادله 

2𝛼+1
1و 

2𝛽+1
است
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𝑎𝑥2دوممعادلة درجه ( نکته مثال + 𝑏𝑥 + 𝑐 = درجه دومیاست، معادلة مفروض 0
:ریشه هایشدهيد که تشکيل 

.ریشه های این معادله باشدقرینة( الف
𝑦 = −𝑥 → 𝑥 = −𝑦 → 𝑎 −𝑦 2 + 𝑏 −𝑦 + 𝑐 = 0 → 𝑎𝑦2 − 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0

.ریشه های این معادله باشدعکس( ب

𝑦 =
1

𝑥
→ 𝑥 =

1

𝑦
→ 𝑎

1

𝑦

2

+ 𝑏
1

𝑦
+ 𝑐 = 0 → 𝑐𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑎 = 0

. ریشه های این معادله باشدعکس و قرینة ( پ

𝑦 =
−1

𝑥
→ 𝑥 =

−1

𝑦
→ 𝑎

−1

𝑦

2
+ 𝑏

−1

𝑦
+ 𝑐 = 0 → 𝑐𝑦2 − 𝑏𝑦 + 𝑎 = 0

.این معادله باشدریشه های برابر𝑘( ت
𝑦 = 𝑘𝑥 → 𝑥 =

𝑦

𝑘
→ 𝑎

𝑦

𝑘

2

+ 𝑏
𝑦

𝑘
+ 𝑐 = 0 → 𝑎𝑦2 + 𝑏𝑘𝑦 + 𝑐𝑘2 = 0

.
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𝑚2باشندمقدار عبارت هم معادلات زیرعکس اگر ریشه های ( مثال + 𝑛2رابيابيد.

2𝑛 + 1 𝑥2 − 𝑥 +𝑚 + 1 = 0 و 𝑚− 1 𝑥2 − 3𝑥 + 𝑛 = 0

3𝑥2ریشه های معادلة درجة دوم اگر (مثال − 5𝑥 + 1 = 𝛽برابر 0 و 𝛼 باشند،معادلة
𝛽3درجة دومی تشکيل دهيد که ریشه های آن برابر  و 𝛼3باشند.
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:بحث در وجود و علامت ریشه های معادلة درجه دوم
و برای تعيين علامت ریشه ها  ∆برای بحث در وجود ریشه های معادلة درجه دوم به علامت 

𝑃به علامات حاصل ضرب و مجموع ریشه ها یعنی  =
𝑐

𝑎
𝑆و  =

−𝑏

𝑎
به صورت زیر توجه 

:می کنيم
(الف 𝑐

𝑎
= 0 → 𝑥′ = 0 و 𝑥′′ = −𝑏

𝑎
(ب 𝑐

𝑎
< 0 →. دارد مختلف العلامه ریشة دو معادله

(پ
𝑐

𝑎
> 0 →

∆< 0 →. ندارد ریشه معادله →. ندارد معنی بحث

∆= 0 → 𝑥′ = 𝑥′′ =
−𝑏

2𝑎
→

−𝑏

𝑎
> 0 →. دارد مثبت مضاعف ریشة معادله

−𝑏

𝑎
< 0 →. دارد منفی مضاعف ریشة معادله

∆> 0 →

−𝑏

𝑎
> 0 است.→ مثبت ریشه دو هر

−𝑏

𝑎
< 0 است.→ منفی ریشه دو هر
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استدارای دو ریشة مختلف العلامه معادلة زیر، 𝑚به ازای چند مقدار صحيح (  مثال

𝑚 + 1 𝑥2 − 2 𝑚 − 1 𝑥 + 2𝑚 − 3 = 0

؟ریشة حقيقی مثبت استرا طوری بيابيدکه معادلةدارای دو 𝑚حدود  ( مثال
1 − 𝑚 𝑥2 − 6𝑥 + 3 = 0
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:نمودار توابع درجه دوم در حالت کلییادآوری 
𝑓تابع درجه دوم در  𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ،چونکه آن را سهمی نيز می نامند

𝑓 𝑥 = 𝑎 𝑥 +
𝑏

2𝑎

2
+

4𝑎𝑐−𝑏2

4𝑎
𝑥𝑠فرض با  =

−𝑏

2𝑎
𝑦𝑠و =

4𝑎𝑐−𝑏2

4𝑎
=

−∆

4𝑎
سهمی  بهمعادلة 

𝑓صورت  𝑥 = 𝑎 𝑥 − 𝑥𝑠
2 + 𝑦𝑠 در می آید که در آن نقطة𝑆 𝑥𝑠 ,𝑦𝑠 راس سهمی گویيم  را

𝑦برای رسم آن کافی است راس نمودار تابع و  = 𝑎𝑥2 را به نقطة مختصات یعنی مبدا𝑆انتقال
𝑎اگر . دهيم > 𝑎اگر و می نيممباشد، سهمی دارای 0 < .استدارای ماکزیممباشد، سهمی 0

: ردعلاوه بر روش انتقال به روش زیر نيز می توان نمودار این توابع را رسم ک: رسم سهمی 

𝑆مختصات راس سهمی یعنی نقطة ابتدا 
−𝑏

2𝑎
,𝑓(

−𝑏

2𝑎
𝑥خط را به دست می آوریم و چون ( =

−𝑏

2𝑎

آن  تقارن آن است ، مختصات دو نقطة دیگر در طرفين راس و به و به فاصلة مساوی ازمحور 
برای. دتعيين می  کنيم، بدیهی است به دليل تقارن تابع، عرض این دو نقطه برابر خواهد شرا 

ه رسم دقيق تر، مختصات نقاط تلاقی نمودار با محورهای مختصات را نيز در صورت وجود ب
ة می آوریم، بدیهی است که این نمودار حتماً محور عرض ها را قطع می کند اما اگر معادلدست 

𝑓 𝑥 = .  فاقد ریشه باشد، با محور طو ها نقطه مشترکی ندارد0
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.را رسم کنيدزیر نمودار توابع ( مثال

𝑓(الف 𝑥 = −𝑥2 + 3 (ب 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 2𝑥 𝑓(پ 𝑥 = −𝑥2 + 2𝑥 + 2
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𝑓هر یک از شکل های زیر نمودار یک سهمی به معادلة کلی ( مثال 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐است .
𝑐، علامت ضرایب درهرمورد ,𝑏 ,𝑎 و تعداد و علامت ریشه های معادله𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = .تعيين کنيدرا 0

𝑐علامت 𝑏علامت 𝑎علامت ∆علامت 𝑓تعداد و علامت صفرهای تابع 

-+++.دو ریشة مختلف العلامه دارد1

+--+.دو ریشة مختلف العلامه دارد2

+-+0.ریشة مضاعف مثبت دارد3

++++.دو ریشة منفی دارد4

+-+-.ریشة حقیقی ندارد5

0--+.یک ریشة صفر و یک ریشة منفی دارد6

-+--.ریشة حقیقی ندارد7

-+-+.دو ریشة مثبت دارد8
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𝑚، معادلة 𝑚به ازای چند مقدار صحيح (  تست + 1 𝑥2 − 2 𝑚 − 1 𝑥 + 2𝑚 − 3 = 0

دو ریشة مختلف العلامه است؟دارای 
بی شمار مقدار( 4دو مقدار              ( 3یک مقدار                    ( 2هيچ مقدار                   ( 1

1، معادلة 𝑚به ازای کدام مقادیر (  تست −𝑚 𝑥2 − 6𝑥 + 3 = حقيقیدارای دو ریشة 0
مثبت است؟

1 )𝑚 < 12 )𝑚 ≥ −23 )−2 ≤ 𝑚 < 14 )𝑚 ≤ −2
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وی الاضلاع  یک پنجره به شکل مستطيلی است که در بالای آن یک مثلث متسا( مثال
جره  باشد، ابعاد مستطيل را طوری بيابيد که پنm4اگر محيط پنجره.قرارگرفته است

.حداکثر نوردهی را داشته باشد

.
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رای ب. قراراست در کنار یک رودخانه،محوطه ای مستطيل شکل ایجادکنيم( مثال
100اگر تنها هزینه نصب .این کار لازم است سه ضلع محوطه نرده کشی شود

ه مساحت  متر نرده رادراختيارداشته باشيم،ابعاد مستطيل راطوری تعيين کنيدک
آن بيشترین مقدار ممکن گردد
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:صفرهای تابع
𝑓جواب های معادلة 𝑓تابع برای هر  𝑥 = صفرهای تابع ( در صورت وجود)را 0
هستند که  ( 𝑓در دامنة )𝑥آن مقادیری از 𝑓به عبارت دیگر، صفرهای تابع . می ناميم

طول 𝑓را رسم کنيم صفرهای 𝑓(𝑥)اگر نمودار . برابر صفر می شود𝑓(𝑥)ازای آنها به 
𝑦مجموعة صفرهای تابع . هاست𝑥تلاقی نمودار با محور نقاط  = 𝑓(𝑥) و یا ریشه های

𝑓معادلة  𝑥 = 𝐴.𝑆را با نماد 0 𝐴𝑛𝑠𝑤𝑒𝑟 𝑆𝑒𝑡نمایش می دهيم  .

به صورت مقابل باشد، 𝑓اگر نمودار تابع مثلاً 
𝑓این صورت معادله ی در  𝑥 = دارای 0

𝑥2، یک ریشه صفر 𝑥1منفی یک ریشه  

. می باشد𝑥3یک ریشه مثبت و 
.کنيد که در ریشه های مضاعف، نمودار تابع بر محور طول ها مماس استدقت 
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.صفرهای توابع زیر را در صورت وجود بيابيد( مثال

(الف 𝑓 𝑥 = 𝑥3 − 4𝑥

(ب 𝑔 𝑥 = 2𝑥3 + 𝑥2 + 3𝑥

(پ ℎ 𝑥 = 𝑥4 − 10𝑥2 + 16
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𝑓صفرهای تابع( مثال 𝑥 =
𝑥2

3
− 2

2

− 7
𝑥2

3
− 2 + .بيابيدرا 6

𝑥مجموع ریشه های معادله  ( 22مثال + 1 𝑥 + 3 𝑥 + 5 𝑥 + 7 + 15 = را بيابيد0
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𝑥اگر ( نکتة = 𝛼 یکی از صفرهای تابع چندجمله ای𝑓(𝑥) ازریشه های معادلةیکی یا𝑓 𝑥 = 0

𝑥، برای یافتن سایر صفرها،  چون باشد − 𝛼 یکی از عوامل چندجمله ای𝑓(𝑥) است، کافی
𝑥را بر دوجمله ای 𝑓(𝑥)است چندجمله ای  − 𝛼 دیگر تقسيم کرده و عامل𝑓 𝑥 را بيابيم، اگر

𝑓:   بناميم، داریم𝑄(𝑥)قسمت این تقسيم را خارج  𝑥 = 𝑥 − 𝛼 𝑄(𝑥) از معادلة سپس
𝑄 𝑥 = 𝑓معادلة  سایر ریشه های 0 𝑥 = .  به دست آوریمرا 0

𝑓تابع  را چنان بيابيد که یکی از صفرهای 𝑘مقدار ( مثال 𝑥 = 𝑥3 + 𝑘𝑥2 − 4𝑥 + 4

.باشد، سپس سایر صفرهای دیگر تابع را به دست آورید2برابر 
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𝑓در حالت کلی به صورت 2تابع درجه ( نکته 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐دست برای به که باشد می
از نکات زیر نيز ميتوان کمک گرفت  𝑐,𝑏,𝑎پارمتر های آوردن 

𝐴اگر سه نقطه عادی به صورت  𝑥1 ,𝑦1و𝐵 𝑥2 ,𝑦2و𝐶 𝑥3 ,𝑦3باشند.

𝑓 𝑥 = 𝑎 𝑥 − 𝑥1 𝑥 − 𝑥2 + 𝐴𝐵خط معادله

𝛽اگر و 𝛼 صفرهای تابع درجه دوم𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐راس سهمی وطول ضابطه تابع.باشند
باشدصورت زیرمی به 

𝑓 𝑥 = 𝑎 𝑥 − 𝛼 𝑥 − 𝛽 سهمی راس طول = 𝑥𝑆 =
−𝑏

2𝑎
=

𝛼+𝛽

2

𝑓راس  تابع درجه دوم (𝑥𝑠,𝑦𝑠)نقطه اگر  𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐بصورت زیر  ضابطه تابع .باشند
. می باشد 

𝑓 𝑥 = 𝑎(𝑥 − 𝑥𝑠 )
2+𝑦𝑠
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2−اگر اعداد ( تست

3
و 1

2
49صفرهای یک تابع درجه دوم بوده و مقدار ماکزیمم این تابع برابر 

72

𝑥باشد، مقدار این تابع به ازای  = کدام است؟  1
1 )−22 )23 )−5

3
4 )5

3
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𝑓تابعاز هریک ازسهمی  های زیر،نمودارحالتی ( مثال 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 مجموع و  .است
.آوریددست را به 𝑐,𝑏,𝑎حاصلضرب صفرهای تابع ومقادیر 
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.حاصل ضرب و حاصل جمع صفر های تابع درجه دوم زیر را بيابيد( مثال
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(اولروش .)ضرب وحاصل جمع صفر های تابع درجه دوم زیر را بيابيدحاصل (مثال
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𝑓نمودارتابع درجه دوم  ( تست 𝑥 = 𝑚𝑥2 + 4𝑥 + 2𝑚 − محور های مختصات رادر سه 4
براین مقادیر ممکمجموع .می دهندسه نقطه تشکيل مثلث قائم الزاویه کندواین نقطه قطع می 

𝑚 کدام است؟𝑐𝑎 = −1

1 )42 )33 )24 )1
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𝑓صفرهای تابع  و راس سهمی ( تست 𝑥 = 𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑏تشکيل یک مثلث قائم الزاویه
=∆. کدام است𝑏حاصلضرب مقادیر ممکن برای .می دهند 4

1 )4-2 )43 )2 34 )2 3-



ته 
شــ

ر
ریا

ی  
جرب

وت
ی 

ض


م 
هــ

زد
 یا

یه
پا

اندبیرســـت

مـاندگـار 

البرز

پويش 
جهادي

1حسابان
2رياضي

س
ح

د 
تا

س
ك ا

 ي
ل

ص
ف

ي
ن

𝑓اگر نمودار تابع ( مثال 𝑥 = 2𝑚 + 3 𝑥2 − 3𝑚𝑥 + 3𝑚 − ناحيه  هر چهار از 5
بيابيدرا 𝑚حدود گذشته ودارای می نيمم باشد،

𝑘به ازای چند مقدار از ( 29مثال ∈ 𝑁بين ریشه های تابع زیر قرار می گيرد2عدد.

𝑓 𝑥 = −𝑥2 + 5𝑥 − 2𝑘
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𝑓اگر نمودار تابع ( مثال 𝑥 = 𝑚𝑥2 − 4𝑚𝑥 + 2 −𝑚حدوداز ناحية سوم نگذرد، فقط
mرا بيابيد

𝑥2حاصل ضرب ریشه های معادله(31مثال + 3𝑥 2 − 18 𝑥2 + 3𝑥 + 72 = .رابيابيد0
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:روش هندسی معادلات به حل 
𝑔اگر  𝑥 و 𝑓(𝑥) ایتابع جواب هدو تابع باشند، طول نقاط تلاقی نمودارهای این دو

𝑓معادلة  𝑥 = 𝑔(𝑥) تلاقی ازنقاط است و برعکس، هر جواب این معادله طول یکی
جواب ها ومقدار این روش حل معادله را، که از طریق آن تعداد . دو نمودار استاین 

حل(نموداری)هندسی روش جواب ها قابل تشخيص است، ( و گاهی دقيق)تقریبی 
.می ناميممعادلات

𝑓محل تقاطع این دو تابع ریشة سادة معادله :مهمنکتة  𝑥 = و محل تماس این 0
قی یا ضمناً اگر محل تلا. خواهد بود( و یا شبه مضاعف معادله)تابع، ریشة مضاعف دو 

در سمت راست محور عرض ها واقع باشد، این ریشه مثبت و اگر در سمت تماس 
ه محور عرض ها باشد، این ریشه منفی و اگر در مبدا مختصات باشد، این ریشچپ 

که دقت کنيد استفاده از روش هندسی، در مسائلی مفيدتر است. می باشدصفر 
.و علامت ریشه ها را بخواهندتعداد 
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.های زیر را مشخص کنيدجواب های معادلهتعداد ( مثال
𝑥 − 1 2 =

1

2
𝑥 + 1 𝑥 = 𝑥2 − 2𝑥
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𝑥معادلة   تعداد و مقدار تقریبی ریشه های ( مثال − 1 = 𝑥2 − 𝑥 − استفاده از را با 1
.بيابيدروش هندسی 
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:به روش هندسی حل نا معادلات 

𝑥 ≥ 𝑥2 − 2𝑥 𝑥2 > 𝑥
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𝑥2 − 3𝑥 − 𝑥 + 2 = 0𝑥3 + 6𝑥2 + 5𝑥 − 1 = 0
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معادلات گويا وگنگ
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گویاشامل عبارات معادلات :3درس 
.  معادله شامل عبارات گویا را یک معادلة گویا گویيمهر 

:برای حل این معادلات به ترتيب زیر عمل می کنيم
مخرج  هيچ یک از )در صورت امکان دامنة تعریف معادله را تعيين می کنيم ( 1

(.کسرها نباید صفر باشد
مخرج کسرها را در صورت امکان به حاصل ضرب عوامل اول تجزیه کرده و ( 2

مخرج ها ضرب می کنيم تا به یک معادلة چند جمله ای« م.م.ک»طرفين معادله را در 
.برسيم

م تا از حل این معادله، ریشه ها را یافته و آن ها را با دامنة تعریف مقایسه می کني( 3
.ریشة قابل قبول به دست آید

:نکات مهم
اگر تعيين دامنة تعریف به راحتی امکان پذیر نباشد، جواب ها را در مخرج ها ( 1

.امتحان می کنيم تا هيچ مخرجی را صفر نکنند
.بعضی از این معادلات با تغيير متغير مناسب حل می شوند( 2
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6

𝑥
= 2 +

𝑥 − 3

𝑥 + 1

5

𝑥
−

4

𝑥2 − 2𝑥
=
𝑥 − 4

𝑥 − 2



1حسابان
2رياضي

ته 
شــ

ر
ی 

جرب
وت

ی 
 ض

ریا


م 
هــ

زد
 یا

یه
پا

ان دبیرســـت

مـاندگـار 

البرز 

پويش 
جهادي

سن
ح

د 
تا

س
  ا

ك
 ي

ل
ص

ف
ي

𝑥+1از ریشه های معادلة اگریکی ( مثال

𝑥−1
+

1

𝑥+𝑎
=

8

𝑥2+2𝑥−3
ریشه های باشد 6−برابر 

.را در صورت وجود بيابيددیگر 
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اگر هر دو . انجام می دهد𝐵ساعت زودتر از ماشين 15کاری را به تنهایی 𝐴ماشين (مثال
ساعت انجام دهند، چه زمانی برای هر کدام از ماشين ها لازم است تا 18یک کار را در ماشين 

؟کار را تنهایی انجام دهندآن 
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یک . کيلومتر است144فاصلة بين دو شهر که در کنار رودخانه ای واقع شده اند (مثال
.  رددکشتی از شهر اول به شهر دوم می رود وپس ازدو ساعت توقف همين مسير رابرمی گ

ر  درصورتی که سرعت حرکت کشتی درمسي.ساعت می باشد17مدت زمان سفر در مجموع 
رکت کيلومتر در ساعت بيشترازسرعت آن در خلاف جریان آب باشدسرعت ح8جریان آب 

.کشتی را در جهت حرکت آب تعيين کنيد
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7غلظت با نمک آب شور در محلول های آب های ، ماهی  های تزئينیماهیدر یک مغازة ( مثال
استدرصدی ساخته 4محلول آب نمک کيلوگرم 200یک کارگرمبتدی.می شوندنگهداری درصدی 

چند . بيفزایدکيلوگرم نمک موجود باشد و کارگرناچار باشدهمان رابه محلول5اگردرمغازه فقط 
ظررساند؟کيلوگرم از آب محلول را به طور تقریبی باید تبخير کند تا این محلول رابه غلظت موردن
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.  این نسبت عددی گنگ است که با حرف یونانی فی نمایش داده می شود: طلاییسبت ن

𝜑دقيق آن برابر مقدار  =
5+1

2
𝜑و مقدار تقریبی آن برابر  ≅ Τ1 است61803398

مجموعنسبتبرابربخش کوچکتر بزرگتربه این نسبت زمانی پدید می آید که نسبت بخش زیرا 
:پس با توجه به شکل مقابل داریم. بخش به بخش بزرگتر باشددو 

𝑎

𝑏
=
𝑎 + 𝑏

𝑎
→ 𝑎2 = 𝑎𝑏 + 𝑏2 → 𝑎2 − 𝑎𝑏 − 𝑏2 = 0 → 𝑎 =

𝑏 ± 𝑏 5

2
→
𝑎

𝑏
=

5 + 1

2
𝑎

𝑏
=
𝑎 + 𝑏

𝑎
=

5 + 1

2
ت طلایی یکی از زیبایی های دنيای ریاضی است که رد آن را در خيلی جاهای طبيعنسبت 

عماری مشاهده کرد، از نسبت طول اندام های انسان گرفته تا چشم نوازترین آثار ممی توان 
ایی که بسياری از هنرمندان معتقدند شکل ه. حتی رشد مارپيچ دانه های گل آفتابگردانو 

. دهندمیراتشکيلشکل های ممکن است،چشم نوازترین شدهنسبت طلایی رعایت درآن ها 
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متر و اندازة طول و عرض 144، برابر ورزشی مستطيل شکلمحيط یک زمين اگر ( مثال
؟چقدر استزمين و عرض باشد،طول طلایی نسبت متناسب با آن 

𝐿:داشته باشيم𝑤و عرض 𝐿در یک زمين مستطيل با طول اگر :نکته

𝑤
=

𝐿+𝑤

𝐿

.برقرار استنسبت طلاییدر این مستطيل می گویيم آنگاه 
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برابراگر مساحت یک مستطيل که طول و عرض آن متناسب با نسبت طلایی است( مثال
چند است؟مستطيل باشد محيط 10
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:معادلات شامل عبارات گنگ
هر معادله که در آن، حداقل یک مجهول زیر رادیکال باشد را یک معادلة گنگ یا اصم

:حل این معادلات به ترتيب زیر عمل می کنيمبرای .گویيم
د در صورت امکان بهتر است بين تعداد رادیکال ها در طرفين معادله، توازن ایجا( 1

.می کنيم
. دامنة تعریف معادله را در صورت امکان تعيين می کنيم( 2
اگر فرجه ها برابر . )می رسانيم𝑛طرفين معادله را با توجه به فرجه ها به توان ( 3

(فرجه ها می رسانيم« م.م.ک»نباشند، طرفين را به توان 
.معادلة جدید را تا جایی ساده می کنيم که به یک معادلة چند جمله ای برسيم( 4
تا از حل معادلة چند جمله ای، ریشه ها را یافته و با دامنة تعریف مقایسه می کنيم( 5

.ریشة خارجی وارد مسئله نگردد
ة گنگ در بعضی معادلات گنگ، ممکن است پس از به توان رساندن طرفين، به معادل( 6

ة اولية دیگری برسيم، در این  صورت باید دامنة تعریف معادلة جدید را یافته و با دامن
و بدیهی است که جواب هایی قابل قبول اند که در اشتراک این د. اشتراک بگيریم

.دامنه واقع باشند
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5𝑥 − 1 + 3 = 0

𝑥 + 5𝑥 + 10 = 8
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17 + 169 − 𝑥2 = 𝑥 →

1 − 𝑥2 − 𝑥 = 0 →
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3
1 − 3𝑥 = 1 + 𝑥
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3𝑥 + 1 = 4 − 𝑥 + 3
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2𝑥 + 1 = 𝑥 − 1 + 2 →



1حسابان
2رياضي

ته 
شــ

ر
ی 

جرب
وت

ی 
 ض

ریا


م 
هــ

زد
 یا

یه
پا

ان دبیرســـت

مـاندگـار 

البرز 

پويش 
جهادي

سن
ح

د 
تا

س
  ا

ك
 ي

ل
ص

ف
ي

𝑥2 − 5𝑥 + 4 + 𝑥2 − 10𝑥 + 9 = x − 1
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2𝑥 − 𝑥2 = 6𝑥2 − 12𝑥 + 7
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𝑥 + 5 + 𝑥 − 3 = 4

𝑥 + 5 + 3 − 𝑥 = 4



1حسابان
2رياضي

ته 
شــ

ر
ی 

جرب
وت

ی 
 ض

ریا


م 
هــ

زد
 یا

یه
پا

ان دبیرســـت

مـاندگـار 

البرز 

پويش 
جهادي

سن
ح

د 
تا

س
  ا

ك
 ي

ل
ص

ف
ي

1 − 𝑥

1 + 𝑥
= 1 − 𝑥 →

𝑥 − 2 − 𝑥 ≥ 0
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5مجموعه جواب نامعادله  ( تست − 𝑥2 ≥ 2𝑥 ؟چند عدد صحيح استشامل

1 )12 )23 )34 )4
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یک بدلکار سينما از ساختمانی با کم کردن ارتفاعش( مثال
تا 𝐵و سپس از نقطة 𝐵به نقطة 𝐴متر از نقطة 6به اندازة 

فاصلة اگر .می رودروی طناب به صورت افقی راه 𝐶نقطة 
متر باشد، چنانچه بدلکار برای طی 12تا ساختمان 𝐶نقطة 

متر از فواصل اریب و افقی به ترتيب به ميزان کردن هر 
برای انرژی مصرف نماید و او در کل کيلوکالری 70و 98
.کيلوکالری انرژی مصرف کرده باشد1260به اندازة نظر مسير مورد طی 
.از پای ساختمان را بيابيد𝐵فاصلة نقطة ( الف

؟برود، چقدر کالری مصرف خواهد کرد𝐶به 𝐴اگر بدلکار مستقيماً از ( ب

x

6
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قدرمطلق و ویژگی های آن: 4درس
:  یادآوری
می دانيدهمانطورکه.شدیدآن آشنا برخی ازویژگی های وقبل با مفهوم قدرمطلق درسال 

: می کنيم زیرتعریف نمایش داده به صورت |𝑢|را با نماد 𝑢قدرمطلق دراینصورت 𝑅ϵ𝑢اگر

𝑢 = ቐ
𝑢 ; 𝑢 > 0
0 ; 𝑢 = 0
−𝑢 ; 𝑢 < 0

یا 𝑢 = ൜
𝑢 ; 𝑢 ≥ 0
−𝑢 ; 𝑢 < 0

یا 𝑢 = ൜
𝑢 ; 𝑢 > 0
−𝑢 ; 𝑢 ≤ 0

𝑎اگر ( نکته و 𝑏 ∈ 𝑅 فاصلة ، منظور از𝑎تا𝑏 عدد ،|𝑎 − 𝑏 .است|

|روی محور تا مبدا مختصات را 𝑎فاصله نقطة متناظر با عدد  𝑎 می نامند|
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:عددی طبيعی باشد، همواره داریم𝑛یک متغير حقيقی و 𝑢اگر ( نکته

2𝑛(الف 𝑢2𝑛 = 𝑢 2𝑛+1(ب 𝑢2𝑛+1 = 𝑢

.حاصل هر یک از عبارت های زیر را بدون قدرمطلق بنویسيد( مثال

(الف −5 − −3

(ب 3 − 5

(پ 7 − 4 3

𝑎 ± 𝑏
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(ث 𝑥 − 2

(ح 2 − 𝑥 − 𝑥 + 3

(خ 𝑥2 − 1
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:  رسم نمودار توابع شامل قدر مطلق
یک تابع  ه تعيين علامت و تبدیل تابع بازروش برای رسم نمودار توابع شامل قدرمطلق، معمولاً 

.استفاده می کنيمچندضابطه ای 

.کنيدنمودار توابع زیر را رسم ( مثال

(الف 𝑦 = 𝑥 − 1 − 𝑥2 − 4𝑥 + 4 =
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(ب 𝑦 = 𝑥 + 1 + 𝑥 − 2 𝑦(پ = 𝑥 + 1 − 𝑥 − 2

𝑦نمودار توابع به فرم (نکتة = 𝑥 − 𝑎 + 𝑥 − 𝑏 که در آن𝑎 < 𝑏 شده است، تشکيل
:و داریم(تابع گلدانی)نيم خط مایل و یک پاره خط افقی بين آنها ازدو 

𝑥در این توابع خط  (الف =
𝑎+𝑏

2
.محورتقارن است

=𝑅𝑓:برد این توابع عبارتست از(ب ሾ𝑏 − 𝑎 , )+∞

𝑎اگر(پ = −𝑏 متقارنباشد نمودار این تابع نسبت به محور عرض ها
𝑦:مانند.خواهد بود = 𝑥 + 2 + 𝑥 − 2
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𝑦نمودار توابع بفرم(نکتة = 𝑥 − 𝑎 − 𝑥 − 𝑏،
مایلتشکيل شده از دو نيم خط افقی و یک پاره خط 

به یکی از شکل های (سرسره ای یا آبشاری)بين آنها 
.روبرو است

:توابع داریمدراین 
𝜔نقطه(الف

𝑎+𝑏

2
.  مرکز تقارن است0,

𝑅𝑓:برد آنها عبارتست از(ب = − 𝑎 − 𝑏 , 𝑎 − 𝑏

𝑎اگر (پ = −𝑏 باشد مبداء مختصات مرکز تقارن آنها
𝑦: مانند. بودخواهد  = 𝑥 + 2 − 𝑥 − 2
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(ج 𝑦 = 2𝑥 − 1 + 𝑥 + 2
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(خ 𝑦 = 3
𝑥3 𝑥2 − 𝑥2 + 1 =
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𝑦سطح بين تابع(مثال = 𝑥 − 2 + 𝑥 − 𝑦و خط 1 = 𝑥را بيابيد.
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:حالات خاص رسم نمودار تابع شامل قدر مطلق
𝑦رسم نمودار تابع برای (1 = 𝑓(𝑥)کافی است ابتدا نمودار تابع𝑦 = 𝑓(𝑥) رسم را

آن را ، قرینة کردهحذفطولها واقع شده زیرمحور بخشی از نمودار را که کرده،سپس 
.  به محور طولها رسم کنيمنسبت 

𝑦برای رسم نمودار تابع(2 = 𝑓 𝑥 کافی است نمودار تابع𝑦 = 𝑓 𝑥 کرده را رسم ،
، قرینة کردهبخشی از نمودار را که در سمت چپ محور عرضها واقع شده حذف سپس 

𝑦تابع نمودار دقت کنيد که . را نسبت به محور عرضها رسم کنيم باقيمانده  = 𝑓 𝑥 ،
.به محور عرض ها متقارن استنسبت 

.    نمودار توابع زیر را رسم کنيد (4مثال
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𝑓(𝑥)(الف = 𝑥2 − 4

𝑦 = 𝑥2 − 4 𝑦 = 𝑥2 − 4

(ب 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 2𝑥

𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥
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𝑓(𝑥)(پ = −𝑥2 + 4𝑥 − 3

𝑦 = −𝑥2 + 4𝑥 − 3 𝑦 = −𝑥2 + 4𝑥 − 3

𝑓(𝑥)(ت = 𝑥 − 1

𝑦 = 𝑥 − 1 𝑦 = 𝑥 − 1
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𝑓(𝑥)(ث = 𝑥 − 1 2

𝑦 = 𝑥 − 1 2 𝑦 = 𝑥 − 1 2

𝑓(𝑥)(ح = 𝑥2 − 3 𝑥

𝑦 = 𝑥2 − 3𝑥 𝑦 = 𝑥 2 − 3 𝑥
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:کلی قدرمطلق در تساوی ها خواص 
شمارهویژگیمثال

(𝑥 + 1)2 = (𝑥 + 1)2

𝑢2𝑛 = 𝑢2𝑛1

(2𝑥 − 1)3 = 2𝑥 − 1 3

𝑢2𝑛+1 = 𝑢 2𝑛+12

𝑥 − 𝑦 = 𝑦 − 𝑥−𝑢 = 𝑢3

2𝑥 + 6 = 2𝑥 + 6 → 2𝑥 + 6 ≥ 0 → 𝑥 ≥ −3
𝑢 = 𝑢 ⟺ 𝑢 ≥ 04

𝑥 − 2 = 2 − 𝑥 → 𝑥 − 2 ≤ 0 → 𝑥 ≤ 2
𝑢 = −𝑢 ⟺ 𝑢 ≤ 05
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:ادامه خواص کلی قدرمطلق در تساوی ها

شمارهویژگیمثال

𝑥 − 1 + 𝑦 + 2 = 0 → ቊ
𝑥 − 1 = 0
𝑦 + 2 = 0

→ ቊ
𝑥 = 1
𝑦 = −2𝑢 + 𝑣 = 0 ⟺ ቊ

𝑢 = 0
𝑣 = 0

6

𝑥 − 2 = 5 → 𝑥 − 2 = ±5 → 𝑥 = −3,7𝑢 = 𝑎 ⟺ 𝑢 = ±𝑎7

2𝑥 − 1 = 𝑥 → 2𝑥 − 1 = ±𝑥 → 𝑥 =
1

3
, 1𝑢 = 𝑣 ⟺ 𝑢 = ±𝑣

8

𝑥2 − 3𝑥 + 2 = 𝑥 − 1 (𝑥 − 2) = 𝑥 − 1 𝑥 − 2𝑢𝑣 = 𝑢 𝑣9

𝑡𝑎𝑛𝑥 =
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
=

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑢

𝑣
=

𝑢

𝑣

10
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:حل معادلات شامل قدرمطلق
𝑓(𝑥):                                                    حالت اول = 𝑎 → 𝑓 𝑥 = ±𝑎

𝑥2 + 3𝑥 + 2 = 6

2𝑥 − 1 − 7 = 4
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𝑓:حالت دوم 𝑥 = 𝑓 𝑥 → 𝑓 𝑥 ≥ 0

𝑥2 − 3𝑥 = 𝑥2 − 3𝑥 →

𝑥2 − 4 = 𝑥2 − 4 →

𝑓(𝑥):حالت سوم = −𝑓 𝑥 → 𝑓 𝑥 ≤ 0

𝑥2 − 4𝑥 − 5 = 4𝑥 + 5 − 𝑥2

𝑥2 − 4 = 4 − 𝑥2 →
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𝑓:حالت چهارم 𝑥 = 𝑔 𝑥 → 𝑓(𝑥) = ±𝑔 𝑥

𝑥2 − 3𝑥 = 𝑥2 − 2𝑥 + 3

𝑥 − 1 𝑥 + 2 = 𝑥 + 6
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𝑓(𝑥):                                           حالت پنجم = 𝑔 𝑥
𝑔 𝑥 ≥0

𝑓(𝑥) = ±𝑔 𝑥

𝑓(𝑥) = 𝑔 𝑥 → ቊ
𝑓 𝑥 ≥ 0 → 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥

𝑓 𝑥 ≤ 0 → −𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 1 = 2𝑥 + 1 →

2 − 𝑥

𝑥 − 3
= 1
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𝑥 − 1 = 𝑥2 − 𝑥 − 1

𝑥2 − 𝑥 − 1 = 𝑥 − 1
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𝑓(𝑥):     حالت ششم + 𝑔(𝑥) = 0 → ቊ
𝑓 𝑥 = 0

𝑔 𝑥 = 0
3𝑥2 − 5𝑥 + 2 + 𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥 = 0 →

𝑥2 − 3𝑥 + 2 + 𝑥3 − 3𝑥2 + 2 = 0 →
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𝑥2 − 𝑥 − 2 = 0

2𝑥 − 1 − 𝑥 = 7
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𝑥اگر تفاضل جواب های معادلة  (5مثال + 1 + 𝑥 − 2 = 𝑘 باشد 7برابر𝑘 بيابيدرا.
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𝑦اگر خط ( مثال = 𝑘 تابع نمودار𝑦 = 𝑥 + 1 + 3 − 𝑥 یکقطع کندنقطه دردو را
9به مساحت ذوزنقه 

2
.را بيابيد𝑘می شود پارامتر تشکيل 
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2𝑥را  طوری بيابيد که معادلة 𝑘حدود ( مثال − 𝑥2 = 1 − 2𝑘

.دجواب نداشته باش( الف

باشدفقط دو جواب داشته ( ب

.سه جواب داشته باشد( پ

.  چهار جواب داشته باشد( ت
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. بحث کنيد𝑚حسب مقادیر مختلف معادلة زیر بر در تعداد و علامت ریشه های (مثال
𝑥2 − 2𝑥 + 1 − 𝑥2 + 2𝑥 + 1 = m → 2 𝑥 − 1 − 𝑥 + 1 = 𝑚

𝑚اگر ( 1 < .باشد معادله ریشه ندارد2−
𝑚اگر ( 2 = 𝑥باشد معادله یک ریشة مثبت برابر 2− = .دارد1
2−اگر ( 3 < 𝑚 < .باشد معادله دو ریشة مثبت دارد1
𝑚اگر ( 4 = .باشد معادله یک ریشة مثبت و یک ریشة صفر دارد1
𝑚اگر ( 5 > باشد، معادله یک ریشة مثبت و یک ریشة منفی دارد1
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𝑓اگر  (مثال 𝑥 = 𝑥2 + 2𝑥نمودار تابع  . باشد𝑔 𝑥 =
𝑓 𝑥 +𝑓 𝑥

2
.رارسم کنيد
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:خواص کلی قدرمطلق در نامساوی ها
شمارهویژگیمثال

− 3 ≤ 3 ≤ 3 و

− 2𝑥 − 1 ≤ 2𝑥 − 1 ≤ 2𝑥 − 1

− 𝑢 ≤ 𝑢 ≤ 𝑢1

3𝑥 ≤ 6 → −6 ≤ 3𝑥 ≤ 6 → −2 ≤ 𝑥 ≤ 2𝑢 ≤ 𝑎 ⟺ −𝑎 ≤ 𝑢 ≤ 𝑎2

2𝑥 ≥ 4 → 2𝑥 ≤ −4 يا 2𝑥 ≥ 4 → 𝑥 ≤ −2 يا 𝑥 ≥ 2𝑢 ≥ 𝑎 ⟺ 𝑢 ≤ −𝑎 یا 𝑢 ≥ 𝑎3

3𝑥 + 2𝑦 ≤ 3 𝑥 + 2 𝑦|𝑢 + 𝑣| ≤ 𝑢 + 𝑣4

2 ≤ 𝑥 ≤ 5 ⟺ −5 ≤ 𝑥 ≤ −2 يا 2 ≤ 𝑥 ≤ 5𝑎 ≤ 𝑢 ≤ 𝑏 ⟺

−𝑏 ≤ 𝑢 ≤ −𝑎 یا 𝑎 ≤ 𝑢 ≤ 𝑏

5
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:  حل نامعادلات شامل قدر مطلق
دله را برای این کار همانند درس معادلات، چنانچه بتوان از خواص اخير استفاده کرد نامعا

. می کنيم در غير اینصورت لازم است از روش تعيين علامت استفاده کنيمحل 

3𝑥 − 5 < 3

𝑥2 − 5𝑥 ≥ 6

𝑥2 − 5𝑥 ≤ 6
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1 ≤ 2𝑥 + 1 ≤ 7

𝑥 − 2 − 3 < 4
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𝑥 + 1

2 − 𝑥
≥ 2

6 + 𝑥 − 𝑥 > 0 →
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𝑥 + 1 + 𝑥 − 2 < 5

𝑥2 − 2 ≥ 2 − 3𝑥



ته 
شــ

ر
ریا

ی  
جرب

وت
ی 

ض


م 
هــ

زد
 یا

یه
پا

ان دبیرســـت

مـاندگـار

البرز 

1حسابان
2رياضي

پويش 
جهادي

س
ح

د 
تا

س
ك ا

 ي
ل

ص
ف

ي
ن

2𝑥 − 3 > 𝑥

2𝑥 + 1 − 2 − 𝑥 > 5𝑥 −
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𝑦نمودار تابع   (𝑎,𝑏)اگر دربازه ( مثال = −𝑥2 −
1

2
x +

9

2
بالاتر از نمودار

𝑦 = 2𝑥 + 𝑥طول نقطه وسط این بازه را بيابيد.باشد.
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مثلثی 𝑢|نامساوی + 𝑣| ≤ 𝑢 + 𝑣 → ቊ
𝑢 + 𝑣 = 𝑢 + 𝑣 ⟺ 𝑢𝑣 ≥ 0
𝑢 + 𝑣 < 𝑢 + 𝑣 ⟺ 𝑢𝑣 < 0

𝑥2مجموعه جواب معادلة ( مثال + 𝑥 − 5 = 𝑥2 − 1 + 𝑥 − .را بيابيد4

2𝑥جواب نامعادلة مجموعه (مثال − 3 < 𝑥 − 1 + 𝑥 − را بيابيد2
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به نام خدا 
(اولپنجم ازفصل درس )1حسابان
(درس اول ازفصل اول)2رياضي

هندسه تحليلي
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آشنایی با هندسة تحليلی:5درس
:  یادآوری

مختصات صفحه  محورهای .شده ایدگذشته با دستگاه محورهای مختصات آشنا درسال های 
درها نقاط روی محور. به چهار ناحيه تقسيم می کنند که هر ناحيه  یک ربع ناميده می شودرا 

.  هيچ ربعی نيستند
𝑎در صفحة مختصات یک زوج مرتب 𝑃به هر نقطة  ,𝑏

.  گفته می شود𝑃به این زوج مختصات نقطة نظيرمی شود 
.  نشان می دهيم𝑦𝑃و عرض آن را با 𝑥𝑃با را 𝑝نقطة طول 

مختصاتاز ویژگی های نقطه در صفحة برخی این درس با در 
آشنا می شویم
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𝑃را چنان بيابيد که نقطة 𝑚حدود ( مثال 𝑚2 − 4𝑚 + 3 , 𝑚 + 1 − 2

.در ربع اول واقع باشد(الف

.  در ربع چهارم واقع باشد(ب
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.روی محور طول ها باشد(پ

باشدروی محور عرض ها (ت

باشد2مجموع طول و عرض آن برابر (ث
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:فاصلة بين دو نقطه
.محاسبة فاصلة بين دو نقطه، دو حالت در نظر می گيریمبرای 

.باشند( یا عرض ها)زمانی که هر دو نقطه روی محور طول ها (الف
.  دست می آیدزیربه از دستور 

𝐴𝐵 = 𝑥𝐵 − 𝑥𝐴𝐴𝐵 = 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴

طوربه این صورت در نباشد مختصات واقع زمانی که اقلاً یکی از دو نقطه روی محورهای (ب
𝐵دو نقطة بين محاسبة فاصلة کلی برای  و 𝐴از دستورزیر

𝐴𝐵.استفاده می کنيم = 𝑥𝐵 − 𝑥𝐴
2 + 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴

2

دستوراز مبداء مختصات از 𝐴حالت خاص، فاصلة نقطة در 

𝑂𝐴 = 𝑥𝐴
2 + 𝑦𝐴

.به دست می آید2
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:مختصات نقطة وسط یک پاره خط
.باشند( یا عرض ها)که هر دو نقطه روی محور طول ها زمانی 

𝑥𝑀 =
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵

2
𝑦𝑀 =

𝑦𝐴 + 𝑦𝐵
2

قطةنفرض کنيد که این دو نقطه روی یک خط مایل به صورت مقابل باشد در این صورت اگر حال 
𝑀 وسط دو نقطة𝐵 و 𝐴 باشد

𝑀
𝑥𝐴+𝑥𝐵

2
,
𝑦𝐴+𝑦𝐵

2

mشيب با Bو Aدونقطهگذرنده ازخط معادله :معادله خط =
yA−yB

xA−xB
رابطه زیر به دست می آیداز 

y − yA = m(x − xA)
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𝐶نقاط (مثال 5 , − 5 و 𝐵 −1 ,2 ,𝐴 1 درصفحة مختصات هستند𝐴𝐵𝐶سه رأس مثلث3,
.طول اضلاع مثلث را  به دست اورید( الف

.نشان دهيد مثلث قائم الزاویه است( ب

𝐴𝐵شيب دو خط( پ و 𝐴𝐶را به دست آورید.
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.را بنویسيد𝐶𝑀معادله ميانه( ت

.رابنویسيد𝐴𝐻معادله ارتفاع ( ث

.را بنویسيد𝐵𝐶معادله عمود منصف ضلع ( چ
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𝑦نقطه ای روی خط (مثال = 2𝑥 طةونقتعيين کنيد که مجموع فاصله های آن تا مبدأ مختصات
𝐴 2 .باشد5برابر 4,
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و ات کنيد که مجموع فاصله های آن تا مبدأ مختصتعيين نقطه ای روی نيمساز ربع سوم (مثال
𝐴نقطة 2, − 2برابر 1 .باشد2
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𝐵دو نقطة (مثال 0 ,2 و 𝐴 2 رأس مختصات.هستنددو رأس یک مثلث متساوی الاضلاع 0,
.را بيابيدسوم 
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𝑆نقطة ( مثال 𝑥 روبرودر شکل 10روی نيم دایره ای به شعاع 8,
.داده شده است

.  را به دست آورید𝑥مقدار ( الف

𝑆𝑄شيب  خط های ( ب و 𝑃𝑆 را به دست آورید و نشان دهيد زاویة෣𝑃𝑆𝑄قائمه است.
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𝐵نقاط(مثال 8 , − 8 و 𝐴 0 فاصلة مرکز این دایره از مبدأ . دو سر قطر یک دایره اند6,
.و محيط و مساحت این دایره را بيابيدمختصات 
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𝐶نقاط ( مثال 8 , − 2 و 𝐵 1 , − 1 ,𝐴 4 و𝑀اگر.هستند𝐴𝐵𝐶سه رأس مثلث 2, 𝐻ترتيببه
را به دست آورید𝑀𝐻باشند طول 𝐴𝑀و ميانة 𝐴𝐻ارتفاع پای 
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:رابطة بين رئوس متوازی الاضلاع
𝐵𝐷هرگاه  و 𝐴𝐶 یعنی رئوس )دو قطر یک متوازی الاضلاع بوده𝐶 و 𝐴  روبروی هم و رئوس
𝐷 و 𝐵و این دو قطر یکدیگر را درنقطه  ( نيز روبروی هم باشند𝑜′  قطع کنند در این صورت
:است داریم𝐵𝐷و هم وسط 𝐴𝐶هم وسط ′𝑜چون 

𝑜′ =
𝐴 + 𝐶

2

𝑜′ =
𝐵 + 𝐷

2

→
𝐴 + 𝐶

2
=
𝐵 + 𝐷

2
→ 𝐴 + 𝐶 = 𝐵 + 𝐷 → ቊ

𝑥𝐴 + 𝑥𝐶 = 𝑥𝐵 + 𝑥𝐷
𝑦𝐴 + 𝑦𝐶 = 𝑦𝐵 + 𝑦𝐷
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:فاصلة یک نقطه از یک خط
رابر  است بنقطه از خط فاصلة خط که همان کوتاهترین ازیک از فاصلة یک نقطة خارج خط منظور 

زیر بخواهيم فاصلة اگر در شکل . بر خط خارج می شودازنقطه با اندازة خط عمودی است که 
𝐴نقطة  𝑥1 ,𝑦1 را از خط𝐷ضمنیبه معادلة𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = باید مختصات نقطة .  بيابيم0
𝐻(پای عمود ) را یافته سپس طول عمود𝐴𝐻را محاسبه کنيم.

را نوشته و آن را با معادلة 𝐴𝐻است معادلة خط لازم 𝐻مختصات نقطة به دست آوردن برای 
:𝐷خط  𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = برابرعکس وقرینه  𝐴𝐻توجه داشته باشيد شيب خط .دهيمتلاقی 0

𝐴𝐻ودرنهایت واین طول ازدستور .می باشد𝐷شيب خط  = 𝑑 =
𝑎𝑥1+𝑏𝑦1+𝑐

𝑎2+𝑏2
به دست 

:𝐷حالت خاص فاصلة مبدأ مختصات از خط در .آید می  𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = رابطة از 0

𝑂𝐻 = 𝑑 =
𝑐

𝑎2+𝑏2
.محاسبه می  شود
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:𝐷خط ( 9مثال 2𝑦 + 𝑥 = :مطلوب است محاسبة . مفروض است5

𝐴فاصلة نقطة (الف 4 , − از این خط 1

خطفاصلة مبدأ مختصات از این ( ب

𝐴فاصلة نقطة (10مثال −2 , − 3𝑦خط از 3 = بيابيد2
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𝐴اگر نقطة (مثال 2 3𝑥یک ضلع مربع ومعادلة رأس یک مربع 3, − 4𝑦 = مساحت. باشد9
؟چقدر استمربع 

:𝐷خط ( مثال 4𝑥 + 3𝑦 = ′𝑂به مرکز 𝐶بر دایرة 5 −1 مساحت محيط و . مماس است2,
.  خط مماس در نقطة تماس بر شعاع دایره عمود استمی دانيم ؟                     استدایره چقدر 
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2𝑥دو خط ( مثال − 3𝑦 = 2 و 3𝑥 + 2𝑦 = 𝐴ونقطة یک مستطيل  دوضلع معادله های 1 2 ,5

؟مساحت مستطيل چقدر است. رأس آن استیک 
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:دو خط موازیفاصلة 
′𝐷می دانيم اگر دو خط  و 𝐷 به صورتموازی باشند در اینصورت معادلات ضمنی آنها

𝐷′: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐′ = 0 و 𝐷: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = یکی  گاهی پس از ساده شدن اقلاً )می باشد0
اصلة  فبرای یافتن فاصلة بين این دو نقطه کافی است (. معادلات به این صورت درمی آینداز 

:این فاصله برابر است با. بيابيم′𝐷را از خط 𝐷دلخواهی از خط نقطة 

𝐻فاصله نقطة  𝑥1 ,𝑦1 ازخط𝐷: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 𝑑برابر 0 =
𝑎𝑥1+𝑏𝑦1+𝑐

𝑎2+𝑏2
است وچون این

:′𝐷معادلةنقطه روی خط به  𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐′ = قرار دارد پس درآن صدق می کند  0

𝑎𝑥1 + 𝑏𝑦1 + 𝑐′ = 0 → 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑦1 = −𝑐′ → 𝑑 =
𝑐 − 𝑐′

𝑎2 + 𝑏2
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:′𝐷اگر دو ضلع مربعی منطبق بر دو خط (مثال 6𝑥 − 7 = 8𝑦 و 𝐷: 𝑦 = 3

4
𝑥 + محيط باشند، 1

.بيابيداین مربع را و مساحت 



𝐴اگر فاصلة نقطة (مثال 1 𝑎𝑥از خط 2, + 4𝑦 = ؟چقدر است𝑎باشد، مقدار 2برابر 1

8𝑦اگر فاصلة دوخط  (مثال = 6𝑥 + 𝑘2 و𝑦 =
3

4
𝑥 + 1کمتر1

10
.رابيابد𝑘باشد،حدود 



3𝑥بر دوخط موازی وغير منطبق 9𝜋دایره ای به مساحت  ( مثال − 4𝑦 = 1 , 8𝑦 + 𝑛𝑥 = 𝑚

𝑛مماس است مقادیر  ,𝑚رابيابيد.



1

4𝑥اگر دوخط   ( مثال − 3𝑦 − 30 = 0 و 4𝑥 − 3𝑦 + 10 = باشندبر دایره ای مماس0
𝑦ومرکز دایره برخط  + 2𝑥 = .به دست آوریدرا دایره  مرکز و شعاع مختصات واقع باشد0



𝑦روی خطوط 𝐴𝐵𝐶سه ضلع مثلث( مثال = 2𝑥 − 2𝑦و 3 + 𝑥 = 𝑥و 4 = .  اندقرار گرفته6
3𝑥ازخط  𝐴𝐵𝐶محل تلاقی سه ارتفاع مثلث  = 4𝑦 + 𝑎 مقادیر .است2به فاصله𝑎را بيابيد.



:𝐷دو نقطه روی محور طول ها وجود دارند که فاصلة آنها از خط (مثال 3𝑥 + 4𝑦 = برابر  13
.را بيابيدمی باشد فاصلة بين این دو نقطه 4



زیرمی توان  با داشتن رئوس آن به سه روش 𝐴𝐵𝐶برای محاسبة مساحت مثلث : مساحت مثلث
.عمل کرد

𝑆را یافته از رابطة ازاضلاع وارتفاع نظيرآن طول یکی :اولروش  =
قاعده ارتفاع×

2
استفاده 

.کنيم

𝑐اندازة هر سه ضلع :روش دوم و 𝑏 ,𝑎 2را یافته با فرض𝑃 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 به از دستور هرون
𝑆صورت  = 𝑃 𝑃 − 𝑎 𝑃 − 𝑏 𝑃 − 𝑐در آن که .استفاده کنيم𝑃 مثلثنصف محيط

.است

𝑆از رابطة :سومروش  =
1

2
𝑥𝐴 𝑦𝐵 − 𝑦𝐶 + 𝑥𝐵 𝑦𝐶 − 𝑦𝐴 + 𝑥𝐶 𝑦𝐴 − 𝑦𝐵استفاده کنيم.



𝐶مساحت مثلث با رئوس ( مثال 3 ,2 و 𝐵 3 , − 1 ,𝐴 2 .را بيابيد1,

2𝑦اضلاع مثلثی منطبق برسه خط به معادلات ( مثال + 𝑥 = 8 و 3𝑦 + 𝑥 = 4 ,𝑦 = 2𝑥 − 1

.هستند نوع مثلث و مساحت مثلث رابيابيد



𝐴قرینة نقطه( مثال :dنسبت به خط3,2− 𝑥 + 2𝑦 + 1 = 𝐵نقطة 0 2𝑚 − 9 ,2𝑛 − 2

𝑛، باشد و 𝑚را بيابيد .



𝐴نقطة قرینة ( مثال 2 𝑥نسبت به خط 3, + 𝑦 = .رابيابيد3



2بين دو خط موازی برابر فاصلة ( مثال

5
𝑦اگر معادلة یکی از خطوط موازی  . است =

3

4
𝑥 − 1

.معادلة خط دیگر را بنویسيد. باشند

𝐴فاصلة نقطة (مثال 1 , − 6𝑦از خط 4 + 8𝑥 = 𝑘مقدار  . است 4برابر𝑘را بيابيد



𝐶به مرکز معادلة خط مماس بر دایره ای ( مثال 𝐴در نقطة  1,2 دایره را  واقع بر 5,5−
.بنویسيد

𝑥خطوط نيمساز زاویه بين دوخط   معادلات (مثال − 2𝑦 + 1 = 0 ,2𝑥 + 𝑦 − 2 = دست را به 0
.آورید



𝐶با رئوس 𝐴𝐵𝐶مثلث ( مثال 3 ,3 و 𝐵 −6 , − 2 ,𝐴 −1 .را در نظر بگيرید7,
.مثلث را رسم کنيد( الف

.نشان دهيد مثلث متساوی الساقين است( ب
.آوریدرا به دست 𝐵𝐶معادلة عمود منصف ضلع ( پ
چقدر است؟𝐴𝐻طول ارتفاع ( ت
𝐵𝐶طول اضلاع (ب و 𝐴𝐵 می کنيمرا محاسبه
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